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1 Zusammenfassung

Rolf Stenbergs [8] neue Finite-Elemente zur numerischen Losung der Stokes-Gleichung (2.2)
werden in das Programm FEM-FLOW [9] eingebaut und getestet.

In einem ersten Teil (Kapitel 2, 3, 4) wird die Theorie der Elemente noch einmal angegeben.
Kapitel 2 und 3 befassen sich mit der Existenz der Losung. Kapitel 4 gibt eine Fehlerab-
schétzung an.

Das Programm FEM-FLOW [9] stellt die Triangulierung und Verfeinerung von Gebieten
Q C IR? zur Verfiigung. Die Vektorriume fiir die Finiten-Elemente werden also auch auf
den zweidimensionalen Fall ausgerichtet sein.

In diesen Finite-Element Réumen wihlen wir fiir den Grad der Polynome k = 1; das be-
deutet stiickweise linearer Druck und stiickweise konstante Geschwindigkeit. Der Gradient der
Geschwindigkeit wird auch als Unbekannte eingefiihrt und wird mit k£ = 1 stiickweise linear.

Stenberg [8] schldgt am SchluB seiner Arbeit eine Hybridisierungstechnik von Fraijs de Veubeke
[10] [11] vor. Diese Arbeit befafit sich damit, inwiefern sich die Hybridisierungstechnik im
Falle k = 1 lohnt. Es werden zwei Programme geschrieben (mit und ohne Hybridisierung) und
miteinander verglichen. Die Vektorrdume fiir die beiden Finite-Element Methoden finden sich
in Kapitel 6 (ohne Hybridisierung) und Kapitel 7 (mit Hybridisierung).

Die beiden Programme werden auf Problemen mit bekannter Losung getestet. Das Kapitel
8 beinhaltet eine Zusammenstellung der Resultate. Dabei wurde auf Speicherplatz und Kon-
vergenzgeschwindigkeit geachtet. Um einen gerechten Vergleich zu machen, wurde in beiden
Programmen auf eine Vorkonditionierung verzichtet. Es wurde lediglich so skaliert, daf} die
Matrixeintréage bei der Verfeinerung ihre Groflenordnung nicht &ndern.

Es wird sich zeigen, dafl sich die Hybridisierungstechnik im linearen Fall (k = 1) nicht lohnt.
Man braucht etwas (= 18%) mehr Speicherplatz und daher sind die Gleichungssysteme grofier,
was sich negativ auf die Effizienz auswirkt.



2 Einleitung

2.1 Hintergrund

Bei vielen industriellen Anwendungen kommen Stromungsprobleme vor. Die Physik stellt zu
ihrer Losung Differentialgleichungen auf.

Eine dieser Stromungsgleichungen ist die Stokes Gleichung (2.2).

Fiir ein Gebiet €2 sind Randwerte ug und &uflere Kréfte f gegeben. Fiir konstante Dichte p
kann die Massenerhaltung (0;p + V- (pu) = 0) geschrieben werden als V-u = 0.

Gesucht sind dann zwei Funktionen u bzw. p, fiir die Geschwindigkeit bzw. den (mathema-
tischen) Druck. Als numerische Resultate konnen explizit Funktionen w;, und p;, angegeben
werden, die v und p gentigend gut approximieren.

2.2 Das Problem

Gegeben ist ein abgeschlossenenes polygonales Gebiet  in IR?. ) ist unterteilt in Dreiecke. Wir
bezeichnen mit C; die Menge aller Dreiecke und mit I'y, die Menge der Kanten der Elemente.
Wir bezeichnen mit T die Dreiecke aus C;, und mit e die Kanten aus I'j,.

Dabei sei Cp, regulér, d.h. es gibt eine Konstante o, mit welcher fiir jede Verfeinerung von Cj,
noch gilt

h
= <o (2.1)
pr

Hier bezeichnet hr die langste Kante von 7" und pr den Inkreisradius.

In der ganzen Arbeit ist h definiert als das Maximum iiber alle A7.

Auf dem Gebiet 2 sei nun folgende Differentialgleichung (Stokes) gegeben:

—Au+Vp =f in
V-u =0 in (2.2)
U = U auf 002

Gegeben sind f und die Randbedingung uy. Gesucht ist die Geschwindigkeit u und der Druck
.



2.3 Regularititsannahmen

Von f wird verlangt, dafl es eine Funktion aus L?(Q)? ist. Dabei bezeichnet L?(£2)? die Menge
aller Funktionen von € nach IR? mit der Eigenschaft, dafl ihr Quadrat noch integrierbar ist.

Die Randfunktion ug sei aus HY/2(09)? := {ug € L*(T")?: Jv € HY(Q)? : vr = ug}-

Fiir ug gelte noch

/ ug-n ds =0.
o0

Der Druck p sei iiber €2 normiert. Das heifit:

fp=0
Q

Fiir eine optimale Fehlerabschiatzung (Kapitel 4) sei noch die Annahme getroffen, dafi 2 ein
konvexes Gebiet ist. Das impliziert dann, dal aus ug = 0 in Gleichung (2.2) die Abschétzung

Fulla + 12 < CHS llo (2.3)

folgt.

3 Die Finite-Element Raume

3.1 Gradient der Geschwindigkeit

Wir fithren den Gradienten der Geschwindigkeit als neue Variable ein.
o:=Vu
Somit liest sich unsere Gleichung (2.2) nun:
o —Vu=0 in (2
-V .o+ Vp=f in
V-u=0 in

(3.1)

u=ug auf 0f)
Dabei ist:

g = {O-ij}vo-ij = 8jui
(VU)Z: ?:10]-01-]- 2:1,2
V-u= 232‘:1 8juj
(VU)U = 8juz»



3.2 Variationsformulierung

Aus der modifizierten Stokes-Gleichung (3.1) erhalten wir durch Multiplikation von rechts mit
7,v bzw. ¢, Integration iiber {2 und Anwenden des Satzes von Gaufl (A.1.5 S. 67) folgende
Variationsformulierung:

(o,7) + (V-1 u)=< uy, 7-n >
—(V-0,0) + (Vp,v)=(f,v) (3.2)

(u, Vg)=<uo-n,q>

Das gilt auch noch in den diskreten Rdumen. Dort lautet die Variationsformulierung: Finde
(Uh,uh,ph) € H, xV, x Py, sodaf

V1 € Hy: (op, )+ (V-7 up)=< ug, 7-n >
Vo € Vh : _(v Oh,s U) + (VPh,U):(f,U) (33)
Yq € Py : (up, Vg)=<ug-n,q > .

Dabei sind (fiir & > 1) Hy, V}, und P, folgendermaflen definert:

Hj, ={r € H(V-,(Q)) : 7ir € P(T)*>**, T € Cp.}
Vi ={v e L*(Q)? :vyr € P (T)*,T € Cp}
P, ={p e C(QNLIQ) : pr € P(T),T € Cy}

H(V-, (Q)):={r € L2(Q)22 . V.7 € L*(Q)2}.

In der Implementierung werden wir £ = 1 wéhlen. Die Réume Py (7") bezeichnen Polynome
¢ : T — IR vom Grad < k.

3.2.1 Bessere Geschwindigkeitsapproximation

Falls wir nun wuy,, oy, pp, als Losung von (3.3) berechnet haben, kénnen wir mit folgender Technik
noch eine bessere Approximation uj an w erreichen:

Vii={ve L*Q)*:VT € Cy : vp € P (T)*}

Wir berechnen eine neue Approximation u; € V;* an die Geschwindigkeit elementweise auf



jedem Dreieck T' € Cp,, indem wir folgendes Problem 16sen:

Vo € (I —Qu)Viy s (Vuy, Vu)r=(on, Vo)r (3.4)
VT € Cp, ; Qnup=un|r

Dabei bezeichne (-, -)r das Skalarprodukt in L*(T)**2. Also (f,g)r :== [z [ - g

Die Projektion @y, : L?(2)? — V}, sei folgendermafien definiert: V¢ € Vj, gelte (Qnf, @) = (f, ¢);
d.h. @, ist die L?-Projektion. Bemerkung: u und u* haben den selben Laplace-Operator. Das
ganze ist ein lokales Hilfsproblem, um eine bessere Approximation an u aus Vu zu bekommen.

3.3 Das Problem pafit in den abstrakten Rahmen

Brezzi [2] behandelt abstrakte Sattelpunktsprobleme. Stenberg versucht seine Elemente im
Rahmen dieser Sattelpunktsbrobleme zu behandeln. Dazu (Eindeutigkeit der Losung, Fehler-
abschétzung von (3.3)) verwenden wir netzabhéngige Normen. Seien also:

lo Bu=lo i+ 3 b [lo-np?

GEFh

fiir o € L*(Q)?*? |sodass Ve € 'y, gilt o - n € L?*(e)?

lulfn= 3 1 Vuldr+ 3 b2 [ 1l

TeCy, ecl'y,

fiiru € L*(2)* ,sodass VT € Cy, gilt up € H'(T)?
und
loyullm=llo 5, + Il wllis

Hier bezeichnet n den Einheitsnormalenvektor an eine Kante e. Mit [u]. bezeichnen wir den
Sprung von u iiber die entsprechende Kante. Liegt die Kante auf 92, so bezeichnet [u]. jedoch
den Wert von u selbst.

Nach dem Satz von Gaufl und elementweiser Integration auf den Dreiecken erhalten wir folgende
Ungleichung;:
(V-0,u) <[ o [lonll w1 (3.5)

fur || o |Jon< oo und || u |[15< 0.

Beweis

Die Holdersche Ungleichung lautet:



Zi:aib2<\/2a () (%)

(V-o,u)r /Vau

= —/0 Vu + u-(a~n)

< |/0 Vu|+z |he_%U'he%O"n|
ecdT ” €
(%) _1 1
< /T|0-Vu|+\/(Z/|h82u|2)-(Z/|h30-n|2)
< o for- Il Vullor W(Z J1nEup)- (3 [ héa-nf?)

£ ot S [l n I Vule + 20 [

= Ao llon-Twlln-

0
Nach [1] gelten die Ungleichungen:

1€r}§ |o—=7loa< Ch|o|, 1/2<7r<k+1, (3.6)
T h
inf [|u—uvl| < Ch¥ 1 ul, 1<s<k. (3.7)
veV)

Beweis
Babuska [1] zeigt dieselben Abschitzungen mit stérkeren Normen.

Zudem sind die beiden Normen || - ||o und || - ||o., dquivalent:

AC >0:Yo € Hy: || o o[ o oal C | oo - (3.8)

Beweis

Bezeichne mit ¢ eine affine Abbildung, die das Referenzdreieck T = {x € IR* : zy,09 >
0,21 + x5 < 1} auf das Dreieck T(:= ®(T')) abbildet. Es spielt in diesem Beweis keine Rolle,
welche Ecke von 7' auf welche Ecke von T abgebildet wird. ¢ sei die Einschrankung von ¢ auf
die Dreieckskante é := [0, 1]. Zudem bezeichne e := ¢(é) die entsprechende Dreieckskante von

T.



Wie tiblich definiert, ist ¢g(t) die Gramsche Determinante beziiglich ¢(¢). In unserem Fall ist
g = det(Dyp'Dy) = V!V = V| Es ist bekannt, dafl

L= [Fe0)-va= [(Foolvel

Weil ¢ affin ist, so ist Vg konstant und es gilt V| = % = |le| = ch:

e

/ef:ch/éfogpzzch/éf

Danach gilt jetzt

ZeeaTthe|0'n|2 < OZéeThgféVT'ﬁP

< Chillo s (3.9)

5] )
< Clo ||0,T

= ZeEFh he fe |U ’ n|2 < ZTech >ecor he fe |‘7 : n|2

(3.9)
< CZTGCh HUHg,T (3.10)
< Clols

=lolls, = [allf+Xeer, belelo-nl

(3.10) ) )
< allg+C1lal

< Clalf-

O

Um das Problem (3.3) mit Brezzis Theorie der Sattelpunktsprobleme zu losen (vgl. [2]),
definieren wir zwei bilineare Abbildungen:

a(o,u;t,v) = (0,7) + (V-7,u) — (V-0,0)
und
b(7,v;p) = (v, Vp)
Damit schreibt sich die Variationsformulierung (3.3) als:

Finde (op,, up, pr) € Hp X Vi, X Py, sodaB gilt

Y(r,v) € Hy x Vi, alop, up; T,0) + b(1,v;p1) = (f,v)+ < ug, 7 -1 > (3.11)

Vg € Py, b(on, un;q) = <ug-n,q>.



3.4 Dieses Problem hat eine eindeutige Losung

Dieses Problem (Gleichung 3.11) hat fiir jede rechte Seite eine eindeutige Losung. (Die Ein-
deutigkeit wird in (3.4.3) gegeben.) Zum Beweis, dafl das abstrakte Problem eindeutig losbar
ist, miissen wir zuerst zwei Lemmata beweisen. Zuerst eine Definition:

Ly = {(o’,u) € Hy, x Vh:VqEPhib(U,U;Q) :0}

3.4.1 Sup-Bedingungen fiir «

Es gelten die beiden Abschétzungen:

050V ez sup DTETY S Gy
wez, || o |
(o,u)#0
und
AC > 0:V(o,u) € Z, : sup CZ(JL’T’QOZCH o,u | -
(T,v)€EZY, || T,U ||h
(T.)#0
Beweis

zur ersten Abschétzung: Es geniigt zu zeigen, dafl

301,02 >0 V(T,U) A El(O',’LL) € H, xV,:
a(o,u;m,v) > Cy || 70 |7 (3.12)

und
H o,u Hig 02 H T,V ||h (313)

wobei Cy und Cj nicht von (7,v) und (o, u) abhéngen.

Aus den beiden Gleichungen (3.12) und (3.13) folgt die erste Behauptung mittels Division der
Gleichung (3.12) durch (3.13):

<O'U7'U)

Um die beiden Ungleichungen (3.12,3.13) zu zeigen, sei jetzt (7', U) € Zp, beliebig.

= 3C > 0:Y(r,v) € Z, : o,u) € Hy x Vj >C v -

Es ist bekannt [3] [4], daB8 (H},, V},) eine stabile Diskretisierung fiir den Laplace Operator liefert.
Mit unseren netzabhédngigen Normen kann die Stabilitdat folgendermaflen angegeben werden:

3C* > 0 : inf sup M >C

Bk Tolon =



was dquivalent ist zu den Bedingungen:

AC* >0:YweV,:Iye H,: (V-y,v) >C* || v ||%h

und
Y llon<Il v [lin-
(Den Beweis dieser Aquivalenz liefert Lemma (A.1.1 auf Seite 64).)

Wir definieren nun (o, u) := (7 — 07, v) mit v wie oben und J, sodaf 0 < § < 2e < 4C*. (e ist
damit auch definiert und wird gleich gebraucht.)

Zu (3.12):

a(o,u;T,v) = a(rt — ov,v;7,0)
=715 —0(v.7) + (V- 7,v)
275 +6C v [n =0 17 lloll 7 llo
2|75 +0C v [in =0 o el 7 llo
> (1 =g5) I 715 +(C=35) vl
2CA 5+ 1l
=C7lIF+ClIvIia
>C |5 +C vl
>Cylmvll;

Dabei gilt die erste Gleichung einfach wegen der Wahl von (o, u).

Die zweite Gleichheit gilt wegen der Definition der Linearform a.

Die erste Ungleichung folgt mit der Voraussetzung (V-~v,v) > C* || v H%h und der Holderschen
Ungleichung: (v, 7) <[l v [lol| 7 [lo-

Die zweite Ungleichung gilt nach Voraussetzung || v |lox<|| v |1, und aus der Tatsache, da8
[ olo<ll o lop< C [ o o

Die dritte Ungleichung folgt durch ausmultiplizieren und weil fiir € > 0 stets gilt:

Lhrlo  dvdhn S,
ellolln 7o

Die vierte Ungleichung folgt, da die beiden Vorfaktoren vor den Normen nach Voraussetzung
an 0 und € echt grofer als Null sind. Somit ist auch das Minimum grofler als Null.

Die fiinfte Ungleichung ist wahr wegen der Aquivalenz der || - |jo— und der || - |lo,~ Normen
(vgl. 3.8).
Ein C wie in der letzten Ungleichung existiert nach Definition der || -, - ||,— Norm.

Daraus folgt die Behauptung (3.12).



Beweis der zweiten Unleichung (3.13):

losulln <l ollon+ [l ulln
=7 =07 llon + 1l v l[1n
U7 llon +6 11 lloa + (10l
<I7llon +0 1o lun + 1o llin
=7 llon +@+1) [0 flin
<@+ D)7 llon + 1 v lle)
<@+DV2 o

:Cg H T,V Hh .

U

Die zweite Abschétzung in Kapitel 3.4.1 folgt fast analog. Weil die Bilinearform a(-, -) aber nicht
symmetrisch ist, konnen (o, u) und (7,v) nicht einfach vertauscht werden. Sei also (o, u) € Z,
beliebig. Wieder existieren v und ¢ wie gehabt. Wir definieren jetzt (7,v) := (0 4 dv,u). Wie
im 1. Beweisteil gilt

70 ln< Co |l o,u |[n

Aber bei der ersten Abschéitzung dndert sich ein Vorzeichen:

a(o,uim,v) = alo,uso + 5y, u)
> o |2 +0(,0) + (-7, u)

Dies darf aber immer noch durch

Fo 15 =8 11y lloll o llo +8(V-, )
nach unten abgeschitzt werden. Ab dieser Ungleichung geht die Analogie durch.

O

3.4.2 Sup-Bedingungen fiir b

Behauptung:

b .
AC >0:VYge P,: sup MZCHQHO

(o u)€Hp XV}, 0-7 U ||h
(o,u)#0

10



Beweis

Es geniigt zu zeigen, daf3

b .
3IC>0:Yg€e Po(:|lqllo=1): sup blo,uia) o ¢ (3.14)
(o, u)EH, XV, H o,u Hh

(o,u)#0

Die Behauptung folgt dann durch skalieren. Wir zeigen, dafl

Vge Pu(|| qllo=1):3(o,u) € H, X Vi, :

bousq) -
—~ 7Y s 3.15
EXIE (3.15)
und b( )
O',U;q =
—~ 7Y >1-C 3.16
Touls =1~ G (3.16)

Dabei héngt 7, wie folgt von ¢ ab:

m:¢ZhHVM@
TeCy

Aus (3.15) und (3.16) folgt

b : ~ ~
sup M > max{C1n,, 1 — Can,}.

(o, u)EHp XV, H an ”h
(o,u)70

Das Maximum von éﬂ}q und 1 — ég?’]q ist fiir alle positiven 7, grofier als Null. Vergleiche dazu

Abbildung (1) auf Seite 12:
Die Behauptung (3.14) folgt danach mit
C = ,vc{ilﬁ,
Ci + Gy

Sei im folgenden ¢ € P, mit || ¢ ||o= 1 beliebig.

Beweis (von (3.15))
Fiir q gilt Vq € V},. Deshalb kénnen wir eine Funktion u durch

U = h%V(ﬂT VT € Ch

11



Abbildung 1: Das Maximum ist grofler Null

definieren. Wir setzen nun o := 0. Damit gilt

b(o,u;q) = (u,Vg) = > b3 || V|51

TeCy

Skalieren tiber das Referenzdreieck (vgl. Lemma (A.1.4) auf Seite 67) liefert die Ungleichung:

lullfpsC > he* Tullor=C > b7l Va lior

TeCy, TeCy

Da ¢ beliebig war folgt, daf es fiir alle ¢ € P,(:]| ¢ |[o= 1) ein (o,u) (ndmlich ¢ = 0 und u wie
oben) gibt, sodaf} gilt:
blouwq) _ ETech h#IVall§ 7

llosullh Vlulz,
2 2
ZTGCh hTHv‘IHO,T

2 2
VE Zree, MBIVl ¢
2

pr— nq
\@nq

= C~Y177q

Damit ist Gleichung (3.15) bewiesen.

12



Beweis von (3.16):

Aus [7] (Korollar 2.4.2°) wissen wir, dafl es eine Funktion v € HZ(Q)? gibt, mit
Vio=—=¢ N Jvlh<Cllgllo=C.

Sei nun v die Interpolierende von v auf Vj,. Nach der Abschéitzung iiber die Interpolierende
(Ciarlet [5] Theorem 3.1.6 mit k = m = 0 und p = g = 2) gilt:

v =0 [lo< Chlvls.
Jetzt ist:
b(0,;q) = Jo0Vq
= JovVa+ fo(v —v)Vq
= —Jo V-vg+ [o(0 —v)Vq
= Jo@* + Jo(0 —v)Vq
=1+ Jo(0—v)Vq
>1—=ree, | 0= ozl Va llor
> 1= Yree, Chrlvlir || Va llor
>1- CMl\/ZTech h |l Va I3 7
> 1 Co\[Sreo B 1 Va TRr

=1- ézﬁq
Wir wihlen nun ~
0]
(o,u) = (0, ——
[KoRiEws
Mit dieser Wahl ist B )
- o,u;q
b(0,70;q) = ="
| oy ulln

und die Aussage (3.16) ist bewiesen.

O

3.4.3 Schluf

Hier beweisen wir die Aussage von Kapitel 3.4; namlich, dafl die Gleichung (3.11) fiir jede rechte
Seite eindeutig losbar ist. Dazu verwenden wir folgenden Hilfsatz aus der linearen Algebra:
Wenn A eine lineare Abbildung von IR™ nach IR"™ ist, so gilt folgende Aquivalenz:

(A(z) =0 = 2 =0) <= (A(x) = b ist Vb eindeutig lsbar.)

13



Es reicht also zu zeigen, daf§ das lineare (linear in (o, u, p)) Gleichungssystem

V(r,v) € H, XV}, : alo,u;7,v) + b(t,v;p) =0
(,v) h h ( ) ( p) (3.17)
Vq € Py : b(o,u;q) =0

nur die Losung (o, u, p) = (0,0, 0) hat.

Beweis

Nach Lemma (3.4.1) folgt, daB es eine Konstante C' > 0 gibt, soda8l ¥(o,u) € Hy, x V}, gilt:

Cloulhs sup HAOETY) (3.18)
(T,v)EZY, ” T,U Hh
(1,0)#0
Weil aber Y(7,v) € Z;, : b(1,v; p) = 0 gilt, so ist:
sup a(o,u;7,v) — s a(o,u;T,v) 4+ b(T,v;p) _0
(T,U)EZ;L || T,V Hh (T,U)EZh H T,V ||h
Es ist gleich Null, wegen der Voraussetzung (3.17). Jetzt folgt (3.18)
Clloul<0
und daraus (o, u) = 0.
Wegen der Sup-Bedingung fiir b (Lemma 3.4.2) wissen wir: 3C' > 0 :
b(T,v;p —a(o,u; T,v
Clpls  sp JCUPL_ g, Z0OUWTD
(T,U)EHhXVh || T,U ||h (T,U)EHhXVh || T,U ||h

Dabei gilt die erste Gleichung nach Voraussetzung (3.17), und die zweite Gleichung ist wahr,
da (o,u) = 0, was oben gezeigt wurde. Somit ist auch p = 0 und der Beweis zu Ende.

O
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4 Fehlerabschitzung

Die folgenden Fehlerabschiatzungen wurden fiir die Losung uj des Problems (3.4) auf Seite
5 gemacht. Dabei sei erwidhnt, dafl wir u; aus zwei Griinden nicht berechnet haben. Zum
ersten ist in meinen gerechneten Beispielen die Losung u;, des Problems (3.3) schon sehr genau.
Zweitens ist der Inhalt dieser Arbeit der Vergleich der beiden Programme. Dieser Vergleich
kann ebensogut auf den nicht “optimierten” Losungen stattfinden.

4.1 Behauptung
Fiir eine Losung v}, € V;* und py, € P, der Probleme (3.4) und (3.3) gilt:
lu =l + [ 2= pn llo< CRM (Julira + [plira)

Wenn die Regularitdtsannahme (2.3) erfiillt ist, so gilt sogar:

firk >2: || u—uj lo< CR"™?(Julira + [plisr) (4.1)
und

firk=1: ||u—u} [[o< Ch*(|uls + |pl2)
Gilt zusétzlich die Bedingung f € V},, so ist die Abschéitzung (4.1) auch fiir & = 1 richtig.
4.2 Beweis in fiinf Schritten

4.2.1 1.Schritt

Im ersten Schritt zeigen wir fiir beliebige & € Hy,,p € Pj, die Abschitzung:

lon—3 llon + || un — Qru |l1n + | 2 — P lo

1 (4.2)
<Clllo=5llon+ I p=5llo +(Teer, be f. Ip = 7*)?]

Weil || 0 — oy, [[op<[| 0 =G [lop + || o — 7 llon und || p—pr [o<[| p =D llo + || pn — P [lo folgt
dann sofort auch
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| o —onllop + | un — Qru [l1n + || P —pau llo
<|o—=3cllon+ |l & —0onllon

+ [ un — Qnu [J1p + |2 =D llo + || Po — D llo

(4.2) ) ) (4.3)
< lo=allon+lp=2lo
+C(l o =6 llon + 1P =5 llo +(Xeery, he Jo Ip = 5I*)2)
<C(lo=allon+ 1P =5 llo +(Xeer, he fo Ip — *)2)
Beweis von (4.2):
Mit [2] folgt, dafl ein Tripel (7,v,q) € Hy x V,, x P, existiert mit:
17 llon + T o llin+ 11 g o< C (4.4)
und
Fon =6 llon + | un — Qunullrn + [ on =P llo (4.5)
< a(op — 6, up — Quu; T,0) + b(T,v;pp — P) + bloy, — 7, up — Qnu; q).
Es gilt:

a(on — &, up — Quu; T,v) + b(T,v;pp — P) + b(on — 7, up — Qnu; q)
= a(a—&,u—Qhu;T,v) +b(7—av§p_]5)+b(o-_57U_QhU§Q)
D:ef(a - 677—) + (V T, U — Qhu) - (v (0 - &)7U) + (U’ v(ph - ﬁ)) + (uh - Qhu? V(])
(4.6)

Diese Gleichung gilt, erstens durch Einschieben von o, v und p:

a(on — &, up — Quu; 7,v) + b(1, v, — p) + b(on — 7, up — Qnu; q)
=a(lop—0+0—3,u, —u+u— Qupu;T,v)
+b(T, v;pp —p+p — D)
+b(op, —o+0 —0,up —u+u— Qru;q)
=a(op, — o,up, —u;T,0) +aloc — &,u — Qpu; T,v)
+b(7, v;pn = p) + (T, v;p — D)
+b(on — o up —u;q) + (0 — G, u — Quu; q)
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und zweitens weil folgender Term verschwindet:

a(op — o, up —u; T,0) + b(T,v;pp — p) + b(on — o, up —u;q) =0

Beweis

a(on — o, up — u; T, v)
+b(7, v;pr — p)
+b(op, — o, up — u; q) = (op, —o,7)+ (V-1,up, —u) — (V- (0, — 0),0v)
+(v, V(pr — p)) + (up, — u, Vq)
= (on,7) = (0,7) + (V-7,up) — (V-7,u) — (V- (04,v)
+(V-0,v) 4+ (v, Vpy) — (v, VD) + (un, Vq) — (u, Vq)

W <> L)+ <ung > —(0,7)
—(V-r,u) + (V-0,v) = (v, Vp) — (u, Vq)
VT (V0,0) + (Vp, o)t < g g >
+(V-0,v) = (v, Vp) = (u, Vq)
= <up-n,q>—(u,Vq)
= (¢, V-u)
(V-u=0) 0

Um den ersten Schritt im Beweis abzuschlieflen schatzen wir nun die fiinf Terme auf der rechten
Seite der Gleichung (4.6) ab.

Mit der Definition von @ folgt u — Qpu € Vh*L. Also stehen u — Qpu und V-7 senkrecht,
namlich:

(u—Qpu,V-7) =0. (4.7)

Analog und weil Vq € V}, gilt:
(u— Qnu, Vq) = 0. (4.8)

Jetzt brauchen wir nur noch (o —&,7) , (v, V- (0 —&)) und (v, V(p — p)) abzuschitzen:

Die Héldersche Ungleichung besagt
(c—a,7)<[lo—=allo-ll7lo
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(4.4,3.8)
=

Mit der Ungleichung (3.5) erhalten wir als néchstes

(c—6,71)<C|o—35lon- (4.9)

(3.5)
0 F-(@=3) < Nl o =3 lus o
< Cllo=a|lon-
Und den letzten Summanden schéitzen wir wie folgt ab:
(0,Vp—=p)) = Eree, JroV(p—p)
" Sree, (V-vp = Br + e, L([v- 1l )~ )
< (ree, | Vv lir +Eeer, bt J v nle)!?
(P =51} +Xeer, he Je Ip = )2 (4.11)
< Clolhn(lp =513 +Xeer, he e lp — 8?)'7
< Cllp—p I+ Seer, he . Ip— B2
< Cllp = llo +(Seer, e J. Ip = 51%)?)-

Setzen wir nun die drei zuletzt berechneten Abschétzungen (4.9,4.10,4.11) in

. . (4.5,4.6)
lon—3allon+ || un —Qrullin +lon—0ll0 <

a(loc — &, u — Qpu;T,v)

+b(, v;p — P)

+b(o — 7,u — Qru; q)

(0 —0a,7)+ (V-1,u — Qpu)
—(V-(o0=0),0) + (v,V(p— D))

+(u — Qnu, Vq)
(0 —a,7)— (V- (0 —5),v)
+(U,V(p—]5))

ein, so erhalten wir die behauptete Ungleichung (4.2) und der erste Schritt ist beendet.

O

4.2.2 2.Schritt

Jetzt wollen wir || Qp(uj — u) ||o abschitzen. Und zwar durch:
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I @Qn(uj, = u) llo< Ch(ll o =& [lon + [l =D llo +(>_ he/e p—p*)7) (4.12)

Den Term h erhalten wir leider nur fiir (k > 2)V (k=1Af € V). Fir k= 1A f €V}, erhalten
wir nur

| @nlei =) o= Clr = llow + 1 p =5 lo +(X he [ Ip = 1))

Beweis

Zuerst bemerken wir, daf3
*
Qnuy, = up,

ist, wegen der Definition (3.4) von uj. Wegen der Regularitédtsannahmen an u und p (vgl. (2.3)
auf Seite 3) gilt fiir eine Losung (2,7, q) € Hj(2)? x L*()**% x L(Q) von

v —Vz=0 €,
—V-v+ Vg=u, — Qru € €,
v q=up — Qn (4.13)
V- z=0 € Q,
2=0 auf 0f),
und fiir konvexe Gebiete €2 die Abschétzung
[zl 4+ 1yl + 11 g [h<Cl un — Quu llo (4.14)

Beweis

Diese Abschitzung gilt fiir || z || und || ¢ ||; schon wegen der Regularititsannahme (2.3). Und
fiir || v || gilt sie weil

(23)
Iy =l Vz 1<l z [l < C | un — Qnu llo

Seien jetzt ¥ und ¢ die Interpolierenden zu v und ¢ in den Rdumen Hj; und P,. Wegen der
Definition von @)} erhalten wir die Gleichungen

(V-y,u) = (V-9,Qnu)
(Vg,u) = (Vq,Qnu).

(4.15)
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Wenn wir nun die diskrete Variationsformulierung (3.3) von der kontinuierlichen (3.2) sub-
trahieren so erhalten wir:

Vo, € Hy, @ (0 —op,m)+ (Vemp,u—up) =0
Vo, €V + (=V- (0 —0n),vn) + (V(p—pn),vn) =0 (4.16)
‘v’qh ep, (u — uh,th) =0

| un — Quu |I§

= (up — Qru,up — Qpu)

= (un — Qnu,—V-v+ Vq)

= —(un— Qpu, V-7) + (up — Qnu, Vq)
=" —(un — Qnu, V) + (un — Qnu, Vq)

+(p—pn,V-2)+ (y—=Vz,0 —0op)

(un — Qnu, V-7) + (u, — Qnu, Vq)
(V(p—pn),2) + (0 = 0on,7)
(V- (0 —oun),2)

(un — Qnu, V-7) + (up, — Qnu, Vq)
(V(p—pn), 2) + (0 = on,7)
(
(
(
(

+

(4.17)

+

V(o —op),2)
—(oc —on,y) — (V-7,u — uy)
—(V-(o = 0on),@Qnz) + (V(p — pn), Qnz)
+(u — up, Vq)
= (0—onv=9)+(V-(o0—0n),z2 = Qnz) = (V(p = pn), 2 — Qn2)
+(V-v, Qru —up) — (V- 5, u —up) — (Vaq, Qpu — up) + (Vq,u — up)
=" (o—0on,7=7)+(V-(o—0n),z2 = Qnz) = (V(p = pn), 2 — Qn2)
+(V- (v = %), Qnu — up) = (V(g = §), Quu — up)
C(ll o= on llon + | un — Quu lin + I p = P llo +(Xeer, he Ji Ip — PI*)?)

~ ~ ~ 1
Wy =3 low + 11 2= Qrzllin + Il =G llo +Ceer, Pe Jola — 7%)2).

IN

Wegen (3.6),(3.7) und [5] 3.1.6 gilt fur £ > 2 die Abschétzung:
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Y= llon+ 1l 2= Qnz ll1n
. o 1
+11g—=qllo +Ceer, he J. lg — G1?)>
(A.3)
< Chlly|i + ChY|z|y + Chliq|s

(4.14

)
< Ch || up — Qpu o -

(4.18)

Wir kiirzen auf beiden Seiten von Ungleichung (4.17) || un — Qnu ||o und erhalten mit (4.18):

| un —Qrullo < Ch(|o—on llop+ || un — Qnu |1
~ 1
+ | p—pn llo +Ceer,, he Jo [P — DI%)?2)
(4.3)

< Ch(ll o =5 llon+ 1l p = llo +(Seer, he [, Ip = 52)2).

Fir £k =1 und f € V), verschwindet der Term:

(V-(o —on) +V(p—pn), 2 — @n2)

und somit erhalten wir das gleiche Resultat, da auch der Term Ch'|z|; in Ungleichung (4.18)
verschwindet.

Fir k=1 und f ¢V}, erhalten wir nur noch

~12\ &
lun = Quullo < Clo—onllon + Il un — Quullin + 12— pu llo +( 3 he/elp—pIQ)Q)

ecl’y,

< Cllo=allon+1p=5lo+(X he [ Ip=5")

ecl'y,

4.2.3 3.Schritt

Hier wollen wir die Normen || (I — Qp)(uj, —u) |0 und || (£ — Qn)(uj, — u) |[1,, abschétzen.
Zuerst bemerken wir, da8 fiir v € Py(T)? gilt (I — Qnr)vir = 0. Dabei steht I fiir die Identitét.

Da auf dem Referenzdreieck 1'

(I = @n)(uh = u) lloz< CIU = Qn)(uy, — u)ly 7

gilt, so folgt mit dem Transformationssatz
| (I = @n)(up — ) llop< Chr|(I — Qn)(u, — u)lr (4.19)
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Wir schreiben jetzt

(1= Qu)(uy — )iy =

(V(I = Qn)(up —u), V(I — Qn)(uj, — u))r
(V(up, —u), V(I — Qn)(uj, — u))r

(4.20)
—(VQn(up — u), V(I = Qu)(uj — u))r.

Jetzt folgt wegen (2.2) und (3.4)

(V(uh —u), V(I = Qn)(uj — u))r (on — 0, V(I = Qn)(uj, — u))r (4.21)
Holder .
< lo—onllox (I = Qn)(uj —u)lrr
Wegen der Inversen Abschitzung (A.1.2) gilt:
(VQn(uj — ), V(I = Qn)(uj, —u))r
< |@n(up, — w)lirl(I — Qn)(uj, — w))l1r (4.22)

< Chy' || @u(uy, — ) lloz |( — Qu)(uj, — w)lir.

Setzen wir die drei obigen Ungleichungen (4.20, 4.21,4.22) zusammen, so erhalten wir

(1 = Qu)(uj, — Wl < 0 = on llog +Chz' || Quluj, — ) llor -

Dies nun eingesetzt in Ungleichung (4.19) und iiber alle T € C;, summiert ergibt die erste
gesuchte Ungleichung

(I = @n)(up, —u) [o< C(h |l o = on llo + || @n(uh —u) [o)-

(4.23)
Zudem gilt die Ungleichung (Beweis gleich wie (A.3) auf Seite 66):

het [ 1= Qu)ol? < CIV (T = Qu)ol s

Vv € Vijp.

Wieder die obigen Ungleichungen zusammengefaf3t, so erhalten wir die zweite gesuchte Ab-
schitzung:

(I = Qn)(uy, =) [1a< C(l o = on llo + || @nluz, = u) [[1n)- (4.24)
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4.2.4 4.Schritt

In diesem Schritt wollen wir || u — uj} ||o und || w — uj, ||1 5 abschitzen.

fu—upllo = [lu—u;—Qnlus —u)+ Qunluj —u) o
< lu—uy = Qnluy —u) flo+ || Quluy —u) o
< Clhllo—=onllo+ | Quluy —u) flo)+ | @ului —u) [lo
< Ch|o—onllo+ | Quluy —u) llo)
< Ch(lo—=onllon + [l un — Qnu [[1n

1 p—pnllo +(Seer, he [, Ip — 52)2)

(4.25)

h* wird gleich h gesetzt, wenn k > 2 ist oder wenn k = 1 und f € V}, liegt. Im Falle £ = 1 und
f &V wird h* gleich 1 gesetzt:

ho fir (k>2)V(k=1Af€EV)

h* =
1 fiir (k=1AF&V)
Und zum zweiten schitzen wir u — uj, in der || - ||; ,-Norm ab:
lu—wpllin = lu—uh—Qn(uh —u)+ Qnluj —u) [[1n
< Nlu =g = Qnlug =) [ + | @u(ug —w) [l
(4.24)

)
)
< Clo=onllo+ [l Qnluj —u) [[1a)+ | @nluh —u) [l (4.26)
Cll o =on llo + [| @n(uj, —u) [l1n)

Cll o =5 llon+ I 2 =5 llo +(Zeer, he f. Ip = B2)?)

4.2.5 5.Schritt und Schlufl
In diesem Abschnitt werden die in den ersten vier Schritten gewonnenen Abschétzungen zusam-
mengefafit und die zuerst behaupteten Ungleichungen fiir die Fehlerabschitzung bewiesen.

Zuerst wird aber die Abschitzung fiir die Interpolierende aus Ciarlet [5] noch einmal angegeben.
Seien also ¢ aus Hy und p aus P, nicht mehr beliebig, sondern die Interpolierenden an ¢ und
p. Wie Ciarlet beweist, gelten die beiden Abschétzungen:
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|| o—0 HOS Chk+1|0|k+1

und
| p =P llo< CRFplis.

Es gilt noch die Abschétzung (vgl. A.3):

(X he [ Ip =515 < OHplesa.

ecl’y,

Mit diesen Hilfsmitteln kann die erste Behauptung der Fehlerabschétzung angegeben werden:

26)

. (. - - 2\ 1
| u—up in+lp=pnllo < C(IIU—UHo,h+|!p—pHo+(Zhe/IP—pIQ)Q)

ecl'y, €

+lp=D+D—pnllo

(4.2) ~ ~ o1
< Cllo=3llon+lp=5lo+(3 he [ Ip—57)
ecl'y, €
(3.8) y 3 oL
< Cllo=dlo+lIp=pllo+(X he [Ip—5P)%)
eel’'y €
< Ch"'(Julikrs + [plrsr)-

Nun zur Abschitzung von || u — uj, |lo: Sei wieder h* = h fiir (kK > 2) oder (k = 1A f € V).
Und h*=1firk=1Af & V.

. (4.25) . o
fu—upllo < CR(|[o—onllop+ | un— Quullin+ 1l 2 —pu llo +(D he/|P—p|2)2)

EEFh
(3.8) R ~
< CW(lo=5llo+1&=onllo+ | un— Quu |
~ ~ ~ 1
=5l + 15—l +(X he [ Ip=5)%)
ecl'y, ¢
(4.2) § R R on 1
< Cnlllo=allo+lp=5llo+(3 he [Ip— 5%
ecl'y, €
< CR* (W ulgya + 5 ples).

24



5 Theorie zur Implementierung

Das Problem (2.2) wird auf zwei Arten gelost. Erstens soll die Variationsformulierung, wie
sie in (3.3) steht, ausprogrammiert und in FEM-FLOW [9] eingebaut werden. Das geschieht
in Kapitel 6. Stenberg [8] schldgt eine Hybridisierungstechnik von Fraijs de Veubeke [10] [11]
vor. Mit dieser zweiten Methode kénne Speicherplatz gespart werden. Dieses Problem wird in
Kapitel 7 beschrieben und ausprogrammiert.

In beiden Programmbeschreibungen werden zuerst die diskreten Vektorrdume beschrieben.
Danach wird die Stokes-Matrix angegeben und die Integrale (=Eintrége der Matrix) berechnet.
In einem dritten Teil werden Besonderheiten der jeweiligen Implementierung durchleuchtet.

Die “Theorie zur Implementierung” wird sich zum einen mit der Definition von immer wieder-
kehrenden Groflen (Notation) befassen, zum anderen werden elementare Integrale ausgerechnet.

5.1 Konventionen, Notationen

In FEM-FLOW [9] gibt es einige globalen Variablen: Mit ITMDPT(i, k), ITNODE(i, k) sind
globale Numerierungen der Kanten beziehungsweise der Knoten( =Eckpunkte) bezeichnet.
ITEDGE(i, k) gibt an, an welches Dreieck das Dreieck k iiber die i-te Kante grenzt. Falls das
Dreieck k iiber seine i-te Kante an den Rand der Triangulierung grenzt, so ist ITEDGE(:, k) =
0. Die Variablen NE, NV und NT geben die Anzahl der Kanten, der Eckpunkte bzw. der
Dreiecke in der Triangulierung an. VX, VY geben die effektiven Koordinaten der Eckpunkte
an.

Der i-te Eckpunkt im Dreieck T sei (X, Y}) mit:

X, = VX(ITNODE(i,k))
Y¢ := VY(ITNODE(i,k))

Dabei wird immer modulo drei gerechnet:
Xi+3 — Xz Yi-‘r?) — Yz
k= Mk ko= Tk

Es folgen Definitionen der Normalenvektoren:

Die i-te Kante:



Die innere Normale zur i-ten Kante:

S T |
k
M = ViR SN = XX

Bezeichne mit Fj, die Funktion, die das Referenzdreieck 7' (= Dreieck (0,0)(1,0)(0,1)) auf das
k-te Dreieck T}, (= Dreieck (X}, V) (X2, V2 (X?E,Y?)) der Diskretisierung abbildet:

~

T:={(z,y) €eR*:2,y>0:2+y <1}

Fki T — Tk
X . . X}
T - Fk(x):ka+<Y’f> =z
k
mit

(X=X XP-Xi\ s o
By = <Yk2 . Y;gl Ykg . Ykl ) - (eka _ek)'

Daraus folgt

det B, = detDF},
- (Xi - X%)(Yk?’ - Ykl) - (Yk2 - Ykl)(Xg - X/i)

1 Y3-Y! X!-X} X}
-1 _ k k k k . _ k
B0 = (i sy xx) e (5

Die Schwerpuntkskoordinaten A sind wie iiblich definiert:

N T— IR

N o T, — IR
M(z,y) = 1—z—y
sz(x,y) =
N(x,y) =y

A= NoF!

Das Kronecker Symbol ist wie iiblich definiert:

{0 Jj#m

5777,:
1 7=m

J
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5.2 Ableitungen und Integrale

Die Transformationsformel fiir lineare Abbildungen besagt insbesondere:

/Tk flz)dz = /T f(Fi(2)) det Bydi

Ebenso: A N
/ A () da = / Ni(#) det Bydi.
Ty T

Die partiellen Ableitungen der Schwerpunktskoordinaten sind:

. 1 . .
M (@) = g O =)
und 1
0N (w)) = g (XEF? = X
Beweis

Sei in diesem Beweis e; := (81, 63).

D
D
[—1,-1] firi= 3 1 1 3

1
= [1,0] firi =25 =5 | 0 oo s h e
0,1  fiiri = FLYe =Y X=X

\ {(Y;:“—Y;f%fﬁrjzl
T detBe | (X3P - X fiirj = 2
1 7
= et B, 'k

0
Integral iiber die Ableitung einer Schwerpunktskoordinate: Vi = 1,2, 3 :
Jr, O\ (x)dr = —l—%n}%l

kaagx\};(x)dx = —i—%n}'ﬂ

(5.2)

27



Fiir die Schwerpunktskoordinaten berechnet man leicht die Integrale auf dem Referenzdreieck:
o 1
Vi : / AL = =
TG
A Y
o 1
Vi / A= —
AT
6 1.Programm

Im ersten Programm wird folgendes Problem implementiert:

Finde u € V},, p € P, und o € Hj, sodaf:

V1 € Hy: (o,7)+ (V- T, u)=< up,7-n >
YVoeV,: —(V-o,0)+ (Vp,v)=(f,v) (6.1)
Vq € Py : (u, Vg)=< ug-n,q >

Es wird mit den im Theorieteil definierten Vektorrdumen gearbeitet und als Polynomgrad wird
k=1

gewihlt. Das heifit: lineare Driicke p und stiickweise konstante Geschwindigkeiten v.

6.1 Vektorraume
6.1.1 Basis und Funktionen in P,

Basis in P, : Die Basis in P, bilden die Vektoren ¢, mit v € {1,2,..., NV}, wobei NV die
Zahl der Eckpunkte in der Triangulierung angibt. Die ¢, seien wie folgt definiert:

[ Ai(z) firv = ITNODE(:, k)
Qo () = { 0 sonst

wobei A; die i-te Schwerpunktskoordinate im Dreieck T} bezeichnet.

Funktionen in P, : Damit kénnen wir p € P, schreiben als:

NT 3

NV
p(z) = Zp,,q,,(x) = Z ZPITNDDE(i,k))‘;c<x>
v=1

k=1i=1
mit p, in [R.
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Dimension von P, : dim(FP,) = NV

6.1.2 Basis und Funktionen in V),

Basis:
(})) firj=1,2 € T}
vl (z) = ((1)) furj =2,z € Ty
(g) sonst

Dabei bezeichnet ;7 die Komponente der Geschwindigkeit. 7 = 1 fiir z-Komponente; 7 = 2 fiir
y-Komponente. k lauft von 1 bis NT', der Zahl der Dreiecke.

Damit konnen wir jede Funktion u in V}, schreiben als

mit u], € IR.
Dimension von V,, : dim(V},) = 2x Anzahl Dreiecke = 2NT

6.1.3 Basis und Funktionen in H,

Sei :
i +|ej,]
Ve =
det Bk
dabei wird das negative Vorzeichen genommen, wenn k < ITEDGE(Z, k) ist. Und im Fall k£ >
ITEDGE(i, k) wird das positive Vorzeichen verwendet. Das heifit, die Normale zu einer Kante

zeigt immer vom Dreieck mit der grofleren Nummer zum Dreieck mit der kleineren Nummer
(vergleiche Abbildung 2 auf Seite 30).

Mit diesen Definitionen gilt

Aty
w7 —u™) ) el '

Das heifit auf der i-ten Kante (¢ € [0, 1]) ist ¢ - n =1 fiir ein fest vorgegebenes n. Also ist ¢ in
H(V-, ().

Die Funktionen in Hj, sind jetzt auf den Dreiecken T}, wie folgt definiert: (e = ITMDPT(k,1))
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Abbildung 2: Festlegung der Normalenrichtungen

7[2]__[ 0 0 }—’yi[ 0 Ol
Tl (B Fla—a oy
Somit kénnen wir jede Funktion o aus Hj wie folgt schreiben:

0 (;) - %:E 22: glml . 7l (:c)

e=1m=1 Yy

Dimension von H, : dim(H,) =2NE

6.2 Matrixschreibweise und Berechnung der Integrale

Sei
1 1 2
Z = (Ug]ao—g}a s 7OEV}E)
U= (U], Uy, Uz, . . ., Uy Usy Us,y - -y Unep)
P = (p17p27 o 7pNV)

Damit ist das Gleichungssystem (6.1) dquivalent zum Gleichungssystem:
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fiir geeignete A, B,C, E, F,G.

Es folgen jetzt die Berechnungen von A, B,C, E, F, G, sowie die Implementierung.

6.2.1 Berechnung von A

(i) ()
A= : :
2 1 2 2
(TNe ) oo (TNps TNE)

Wegen der Wahl von 7™ gilt:

(TM,TJ[?) =0 Ve,f=1,...,NE

e

Und, weil (711, T}H) = (7, 7}2]), ist (7e, 77) wohldefiniert:

Fiir e = f gilt:

(o) = Gkl ((mb) — 2})? + (mb)2 — 4

|e,~€

+ W( ((mph —1’%) + ((mg)2 —yi)Q

mit e = ITMDPT(i, k) = ITMDPT(j, k) und den Seitenmittelpunkten

( ; ) 1 JJ;:FQ + xfjl
m = — . .
k 9 yllerQ 4 ylz:rl
Dies folgt sofort mit der Quadraturformel, die die Summe der Werte in den Seitenmittelpunkten

mit der Flache und % multipliziert und somit exakt ist fiir Polynome 2. Grades.
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Fiir e # f ist das Integral (7., 7¢) Null, falls die beiden Kanten e und f nicht zum selben Dreieck
gehoren, da die Funktionen 7., 7y nur auf den angrenzenden Dreiecken leben. Gehoren aber e
und f zu den selben Dreiecken so ist

(£lek]) - ()

(resry) = L (b= ) (mh)s — o)
+ ((mb)a — v ((mb)a — vl)
£ ((m2) — ) (md): — )
+ () — ) (md): — )
+ ((md)y =) (m)s — )
+(md)s — ) ()2 — o)

fiir e = ITMDPT(i, k), f = ITMDPT(j, k). Dies folgt mit derselben Quadraturformel. Dabei wird
wieder das positive Vorzeichen verwendent, falls die festgelegte Normale (vgl. Abbildung 2 auf
Seite 30) vom Dreieck T} weg zeigt; sonst das negative.

6.2.2 Berechnung von B

(v'Tl[l]’U%) s (V'Tl[1]7U]2VT)
B = : :
2 2
(V-ripvl) - (Vo7 vr)
mit den Integralen: '
(V-7i, o)

Wobeim =1,2; j =1 fiir x-Komponente j = 2 fiir y-Komponente; k = Dreiecksnummer. Weil
die Funktionen v, nur Werte auf den Dreiecken annehmen ist sofort klar, daf}:

(V-7 0) =0

falls
Vi € {1,2,3} : e # ITMDPT(i, k).

Sei im folgenden e die i-te Kante im Dreieck T}; (e = ITMDPT(i, k)).
(Vo) = | Ve
k
= /T [01(TI™ )11 + 0o ()12, 01 (791 + Do (1) 30]00]
k
- / O (rI™M) 1 + 0o (7l 12
T

= 07 /Tk D1 ()1 + %a(ip})2
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= WAjM%%%D+%%@—%)
k
= o [ Ak
T
= 25;”7,’;/ dx
T
2l 1

7 det Bk 2
= £07"[ex|

det Bk

6.2.3 Berechnung von C

(Vai,vi) ... (Vayv,vi)
¢ = : :
(Var, vr) - (Vawv, vir)

Nun zur Berechnung von (Vg,, vi) :

Wieder (wie in der Berechnung von B) ist klar, da} das Integral verschwindet, wenn es kein i
gibt mit v = ITNODE(¢, k). Sei wieder ¢, sodafl v = ITNODE(¢, k):

(Vv 0t) = /Qqu-vi
= /Tquu-vi |
S ALY
= /Tkaqu

= [ 2,00

Dabei gilt die letzte Gleichung wegen den Gleichungen 5.2 auf Seite 27.

6.2.4 Berechnung von F

1]

< up, Ty M >
(1]

E: <u0,7—? 'n>

<ug, 78y n >

Dabei wird das Integral ‘
< ug, 79 n >
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approximiert durch:

<o, 7 >~ ey ] - (uo(my)
Dabei ist e = ITMDPT(i, k). Falls e keine Randkante ist wird das Integral Null gesetzt.

(Die Bezeichnung m}, wurde schon erwihnt und steht einfach fiir den Mittelpunkt der Kante

e.)

6.2.5 Berechnung von F

Um das Integral (f, vi) zu berechnen reicht es, die gegebene Funktion f auf den Dreiecken kon-
stant zu interpolieren. Es macht keinen Sinn, f genauer zu interpolieren als die Basisfunktionen
in Vh.

Zuerst sei der Schwerpunkt im Dreieck T} durch folgende Schreibweise definiert:

X+ X2+ X3

XSk = 3
v = VHYERW

damit erhalten wir:

(frd) = [ 1ol
(X Sy, Y Sp)dx

2
g5
=

1

und
( ’Ulz) - ka'vlz
~ / Fo(X S, Y Si)da
Ty,

1
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6.2.6 Berechnung von G

< Uy N,q >
= )

< Ug N, Ny >
Achtung: n bezeichnet hier die &uflere Normale auf €2, nicht wie ny, was die innere Normale
zum Dreieck T} bezeichnet (vgl. 5.1).

Jetzt wird < ug - n, g, > als Summe geschrieben:

<o MGy > = = fo U NGy — [ U0 G
k

Q

~3(uo(eh I+ e )

mit v = ITNODE(4, k) = ITNODE(7, k). ug(el) soll einfach den Wert von ug im Mittelpunkt der
Kante e}, bezeichnen. Hierbei wurde konstant interpoliert.
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6.3 Implementierung
6.3.1 Konjugierte Residuen

Zum Losen des linearen Gleichungssystems werden konjugierte Residuen mit Lanczos-Schritt
verwendet (vgl. [6] Seiten 261,264,265). Konjugierte Gradienten diirfen nicht verwendet werden,
da das System nicht positiv-definit ist.

Algorithmus:

Wihle x.
Setze ro :=b— Azg,p_1 := 0 und pg := 7.
FOR k£ :=0,1,2,... berechne

(Tk 7~Apk)
(Pr,A%pr)

Thy1 '= Tk + QPr

ap =

Tht1 = Tk — o Apy
(Api,A?pr)

Tk = pr, A2py)
3 0 f;ir k=20
k= (Pr,A%pr)
(Pk—1,A%pr—1) sonst
Pry1 = Apr — WPk — BrPr—1
ENDFOR.

In unserem Fall ist A die Stokes-Matrix:

A B 0
A=|B" 0 -C
0o —-C* 0
und b die Rechte Seite:
E
b:=|—F
-G
Also ist (6.1) dquivalent zum Losen von
X
A- LU | =b
P



6.3.2 Vorkonditionierung

Auf eine eigentliche Vorkonditionierung fiir die konjugierten Residuen wird bewufit verzichtet.
Bei einer echten Vorkonditionierung wire es nicht mehr sinnvoll, die beiden Programme (vgl.
Kapitel 8) miteinander zu vergleichen. Die gewihlte Vorkonditionierung beschréankt sich auf
eine Skalierung der Eintrdge der Blocke A,B und C. Alle drei Blocke sollen bei Verfeinerung
von derselben Ordnung beziiglich h (der Gittergréfie) sein. Skaliert man mit der Matrix

I 0 0
0 h 0],
0 0 I

so erhalten alle Eintriige der drei Blocke die Ordnung h?.
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6.3.3 Implementierung von STOLIN

Das Unterprogramm (Funktion) STOLIN berechnet die Multiplikation der Stokes-Matrix mit
einem gegebenen Vektor. Dieses Unterprogramm wird gebraucht, da das Gleichungssystem
Iterativ gelost wird.

PARAMETERS
Input: SIG1,S1G2,U,V,P;
Output: RSIG1,RSIG2,RU,RV,RP;
BEGIN
RSIG1 := RSIG2 := RU := RV := RP := 0;
FOR k:= NTL TO NTU DO
FOR i:=1TO 3 DO
E := ITMDPT(i, k);
RSIG1(E) := RSIG1(E) + (7g,7g)- SIG1(E);
RSIG2(E) := RSIG2(E) + (7g,7g)- SIG2(E);
IF i <3 THEN
FOR j:=i+1TO 3 DO
F := ITMDPT(j, k);

RSIG1(E) := RSIG1(E) + (75, 77)- SIG1(F);
RSIG2(E) := RSIG2(E) + (7g,7r)- SIG2(F);
RSIG1(F) := RSIGL(F) + (rp,7¢)- SIGL(E);
RSIG2(F) := RSIG2(F) + (7p,7¢)- SIG2(E);
ENDDO
ENDIF;

RSIG1(E) := RSIG1(E) + (V:7g,v)- U(k);
RSIG2(E) := RSIG2(E) + (V-7g,v)- V(k);
RU(k) := RU(k) + (V-75,0;)- SIGL(E);
RV (k) := RV (k) + (V- 75, v;)- SIG2(E);
v := ITNODE(i, k);
RU(k) := RU(K) - (g, v3) P(v);
RV(k) := RV(k) - (,07) P(v);
RP(v) := RP(v) - (q,v;)- U(k) - (g, 03)- V(k);
ENDDO
ENDDO
END

7 2.Programm

Im 2. Program wollen wir auf die Bedingung o € H(V-, (Q2)) verzichten. Wie in Lemma A.1.6
(Seite 68) bewiesen wird, ist o € H(V-,(Q2)) dquivalent zu “o - n ist stetig entlang innerer
Kanten”.
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Sei zunéchst

Hy = {7 € LX(Q)™" : 710 € Po(Q)™", T € Cy}.

Aus der urspriinglichen Definition von o(:= Vu) folgt fir alle 7, € H;:

0 = (0'7 Th)Q - (VU, Th>Q
(o,m)a — > _(Vu,m)r
T
ALS (,70) + > _{(u, V- m)r— < u, 7 nr >or}.
T

Daraus folgt

(0.7) + D> (Vempw)r — Y <u, T np >aman=< U, T 1 >oq -
T T

Mit dieser Hybridisierungstechnick von Fraijs de Veubeke [10] [11] erhalten wir eine neue
Diskretisierung: Finde ein (o, up, mp, pr) € Hjf X Vi, x My, x Py, sodaB

(0n7T) + Xree, A(V-Tun)r— < 7-np,my Sor}=<T-n,uy >, TEH],
_ZTECh(V'O-}HU)T_’_ (vphav):(fvv)v UGVh,
>orec, < On-nr,m >sr=0, me My,

(un, V@)=<wug-n,q >  q€P,,

mit
My = {m :my € Pi(e)? e € Lp;mie = 0,e C 00}

Nebenbei ist my, der Lagrangesche Multiplikator zum Sprung von 7 - n iiber innere Kanten.

7.1 Vektorraume
7.1.1 Basis und Funktionen in P,

Die Funktionen sind genau dieselben wie im ersten Programm. Vergleiche dazu also 6.1.1 auf
Seite 28.
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7.1.2 Basis und Funktionen in V),

Die Funktionen aus V} sind genau dieselben wie im ersten Programm. Verlgleiche dazu 6.1.2
auf Seite 29.

7.1.3 Basis und Funktionen in H}

Basis in H;
Fiir x € T}, sei
ilm o1 03 i i i
@) = (G g ) O - A @)

21 22

und falls z nicht in T}, so ist 7™ Null.

Funktionen in H; : Mit obigen Basisfunktionen kénnen wir jede Funktion aus H} schreiben
als

NT 3

o(x) = Z Z Z O',i[m} . T,i[m] (x)

me{11,12,21,22} k=1 =1

mit geeigneten reellen a,i[m].

Dimension von H; : dim(H}) =12-NT

7.1.4 Basis und Funktionen in M,

Basis in M,

My ={m:m € Pi(e)’: e € I, und my. = 0 fiir e € 0N}

Da die Funktionen aus M, nur auf den (inneren) Kanten leben, miissen wir diese geeignet
numerieren. Weil FEM-FLOW [9] dreiecksorientiert arbeitet, hingt eine Kante aber von
einem Dreieck £ und einer lokalen Kantennummer 7 ab. Damit eine innere Kante nicht zweimal

vorkommt soll fiir eine Kante e% immer erfiillt sein, daB k grofer ist als die Dreiecksnummer

des angrenzenden Dreiecks: k > ITNODE(Z, k).

Da die Funktionen auf den Kanten linear interpoliert werden miissen, existieren pro Kante
immer 4 Funktionen. Je eine fiir x— und y—Komponente (j = 1 fiir x und j = 2 fiir y) und
je eine fiir den Wert an beiden Enden der Kante. [ = 1 fiir den Wert vorne und [ = 2 fiir den
Wert hinten auf der Kante. Vergleiche dazu die Abbildung 3 auf Seite 41.

Sei nun e;}c keine Randkante und = = (z1,22) € e%, so definieren wir
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Abbildung 3: lineare Kantenfunktionen

i i+3—1 1431 i+l
(eb) WY | il2 _ yit3- yit3=l _ yitl

Funktionen in M, : Damit la8it sich jede Funktion I aus M), schreiben als

NE 2 ; ;
I(z) =Y Z](Je;;) -mzez)(x)

Gipj=li=1 "k k

k

il
(e1)’

fiir geeignete reelle I

Dimension von M, : dim(M,) =4NE

7.2 Matrixschreibweise und Berechnung der Integrale

Die Gleichungen (7.1) (Seite 39) lassen sich als lineares Gleichungssystem schreiben:

A B —-C 0 by E

-B* 0 0 D U F

ct 0 0 0 M| |0 (7.2)
0O D' 0 0 P L
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Mit den entsprechenden Integralen:
A = (op,T)r
B = (V-1,up)r
Bt = (V-opu,0)r
C = <71-n,my >sr
Ct = <op-n 1 >
D = (Vpp,v)r
D' = (un,Vq)r
E = <7-n,uy>

= (f,v)
L = <wuy-n,qg>
7.2.1 Elimination

Wie im néchsten Kapitel gezeigt wird, ist die Matrix A leicht zu invertieren (sie ist diagonal).
Damit kann die erste Gleichung aus (7.2) umgeschrieben und 3 ganz eliminiert werden

Y=ATE-AT'BU+ AT'CM.
Setzen wir dieses X in obiges Gleichungssystem ein, so erhalten wir folgendes neue System:

~C'A7'B  C'ATIC 0 M| = —C'A7'E

B'A7'B  —-B'A7'C D U F+ B'A7'E
D! 0 0 P L

Wie gleich berechnet wird, ist auch B*A~! B diagonal und U kann aus dieser Gleichung eliminiert
werden.

U= (B'A'B)""(F+ B'A'E + B'A"'CM — DP)

Dies eingesetzt ergibt die letzte eliminierte Gleichung:

(C’tA‘lC — CtA‘lB(BtA‘lB)_lBtA_lC CtA‘lB(BtA_lB)‘1D> (M) _ (A) (7.3)
Dt(BtA_lB)_lBtA_lC —Dt(BtA_lB)_lD P) \B '
mit
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(A)_(—@A4E+C%*B@%ﬂBr%F+B%4EU
B)~ L — DYB'A"'B)~}(F + B'A~'E) '

7.2.2 Berechnung von A

Behauptung:

{ledetBk\ fir i=4i,m=mk=k

ifm] _i[m]
( i) 0 sonst

Tk 9 ]'%

Beweis

Fir k # k ist die Behauptung trivial, da Té[m] und Tg[m] unterschiedliche Trager haben.
Seialso k =k und i # i 0.B.d.A7 =i+ 1:

ilm] _i[m ilm] _i+1[m
@™ = @)

= O [ T AT = MDA N = AT

= O AT 4 A - A
IR AN - AN,
AT A A

= T2 -5+ 55— 5)

= 0

Jetzt sei i =i,k = l;:,m:m:
(T]i[m]yT/i[m}) _ ka()\kH—l + )\ki+2 . )\kl)<)\kz+1 + )\ki—I—Q . )\kz)

— ka )\ki+1)\ki+1 + )\ki+1)\ki+2 o )\ki+1)\ki
+>\ki+2>\ki+1 + )\ki+2>\ki+2 . )\ki+2)\ki
_/\ki)\ki-i—l o )\ki)\ki—i—Q + )\k’L)\kZ

= TG +ai— s+t —au— a2t

= 5lTi

= %l det Bk|
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7.2.3 Berechnung von B

ZTk(V il ]’ )Tk _ ka V. T;[m} ) Ui
O Op it1 42 i &
= kav'{((Sﬂ 522)()% + Ak —)\k)}<5j)

2
= Jp, (03101 + 62205) (N 4+ AT = M)
— ka 5gnlam2 ()\kiJrl 4 )\ki+2 o )\kl>

_ j 1, i+1 1,4+2 1
- 6 (+ nk: ,ma + nk ,ma nk TTLQ)

= _5¥n1 n;c,mz
(Achtung: n} bezeichnet die innere Normale im Dreieck T}.)

7.2.4 Berechnung von B'A™'B

Die Matrix B(k,i,m; k, j) hat nur Eintrége, falls k£ = k. Die Eintriige in diesem Fall betragen

B<k727m7 k?]) = 57]711 ) n;fva

Fiir festes k£ und j ist also

Und weil (A7Y), = 22—, ist

\detBk\’

(B'A7'B);; =

Berechnung von (B'A7'B)~! Weil B'A~!B diagonal ist, so ist die Berechnung der Inversen
ganz leicht.

|det Bk|

B'A7'B)™!
[( )" ki = <12 ZmQ 1Zz 1(nkm2)

7)

7.2.5 Berechnung von C'

Die Matrix C hat folgende Eintrége:

44



NT
Clrimeit) = D / mit " ()
20y 77]71) : e k =k
i Jorpon

Die Berechnung dieser Integrale ist nicht weiter schwierig. Da sich diese Arbeit auf lineare
Elemente beschrénkt, kann das Produkt von zwei linearen Elementen héchstens quadratisch
sein und wir kénnen die Integrale mit der Simpson-Regel berechnen. Da C ;e ji) von vielen
Parametern abhéngt wird C' mit einer Fallunterscheidung angegeben:

1.Fall: ¢ ist Randkante Liegt ¢ auf dem Rand, so ist m?' nach Definition Null und somit
auch C:

C((k:,i,n‘b;e,j,l) =0

[m]

2.Fall: £ grenzt nicht an die Kante ¢ In diesem Fall sind die Triger von T]i und von

mJ' disjunkt und auch hier gilt:

CV(k,i,m;e,j,l) =0

3.Fall: ITMDPT(i,k) = ¢ = (e;) und k > ITEDGE(:, k) Hier zeigt die Kante e im Gegenuhrzei-

gersinn im Dreieck Tj; der vordere Punkt von e (I = 1) triagt also die hohere lokale Nummer i
als der hintere (I = 2) Punkt der Kante e.

Hier kann die Basisfunktion T,i[m] aber auf drei verschiedene Arten relativ zur Kante e liegen.
Im ersten Fall ist einfach ¢ =

z (&
w7 el
Clkiamie.g) = =07 My -

Oder es ist (i +1 =7 und [ = 1 (vorn)) oder (i +2 =7 und I = 2 (hinten)):
lel
5
Oder es ist (i +1 =7 und [ = 2 (hinten)) oder (i +2 =4 und [ = 2 (vorn)):

— gm i
C(k‘,i,m;e,j,k) - +5j : Ek,mg

< 6|
om0
Clrimiest) = =05 Mgy

4.Fall: ITMDPT(4,k) = ¢ und k < ITEDGE(i, k) Hier zeigt die Kante e im Uhrzeigersinn; der
vordere Punkt von e (I = 1) trigt also die kleinere lokale Nummer i als der hintere (I = 2)
Punkt der Kante e.

Im ersten Fall ist wieder i =

m i el
C(k‘,i,m;e,j,k) = _53' ' 'ﬂk,ng'
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Oder es ist (i +1 =7 und I = 1 (vorn)) oder (i +2 =7 und I = 2 (hinten)):

_ my
C(kyi,m;e,jyk) = _53' 'ﬂk,ng'

Oder es ist (i +1 =7 und [ = 2 (hinten)) oder (i +2 =4 und [ = 2 (vorn)):

- mi 7
Clrimiegiy = 05" My~

7.2.6 Berechnung von D

Bei der Matrix D handelt es sich um genau dieselben Integrale wie im ersten Programm bei der
dortigen Matrix C'. Die Berechnung und die Resultate sind dieselben wie bei 6.2.3 auf Seite 33.

7.2.7 Berechnung von £

Der Vektor F enthilt die Komponenten

< T]:[m} S, UY >0 -

Auch hier sei wieder erwihnt, dafl die Normale n die auf Lange 1 normierte duflere Normale
an €) ist, wohingegen n; immer die innere Normale zum Dreieck T}, bezeichnet.

< Tli[m] “nug >e0 = — Jor, (Té[m] - ) Ug
opr 0 41 i+2 ;
= —fe;;(a’i"i 55’5)0# + A= )

— _ f€7iC (Akl-i-l + Ak2+2 _ )\kz)nk;,nzg u6n1

le|

Q

My - UG (€)

Hierbei wird ug' (e},) konstant interpoliert, d.h. ug(e},) bezeichnet einfach den Wert der Funktion
up im Mittelpunkt der Kante €.

7.2.8 Berechnung von F

Die Berechnung von F' geht wie im ersten Programm. (Vgl. 6.2.5 auf Seite 34.)

7.2.9 Berechnung von L

Die Integrale sind genau dieselben wie in 6.2.6 auf Seite 35.
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7.3 Implementierung
7.3.1 Konjugierte Residuen und Skalierung

Wie im ersten Programm wird auch hier das Gleichungssystem mit den konjugierten Residuen
mit Lanczos-Schritt gelost. Auch wird lediglich eine Skalierung vorgenommen, damit alle
Eintrédge der Stokes-Matrix wenigstens die gleiche GroBenordnung haben. Dazu berechnet man
zuerst die Ordnungen der einzelnen Teilmatrizen.

A= O(h?)
B =0(h)
C = 0O(h)
D =0(h)

Somit ergibt sich, dal die effektive Stokes-Matrix von links und von rechts mit
(5 7)
0 I
multipliziert werden muf}, um in allen Komponenten eine Ordnung von h? zu haben.

7.3.2 Implementierung von STOLIN

Da die Stokes-Matrix ((7.3) auf Seite 42) aus Multiplikationen von vielen einzelnen Matrizen
besteht, wire die Fehleranfélligkeit sehr grof3, wenn die Matrizen gleich in einem Unterprogramm
berechnet wiirden. Es wurden nur die Matrix x Vektor-Multiplikationen

A B,B',C,C",D,D', (B'"A™'B)™!
implementiert. Die Fehleranfalligkeit ist viel geringer, zudem koénnen die einzelnen Matrix-
Vektor-Multiplikationen viel einfacher getestet werden. Leider geht der Speicherplatzgewinn

der Elimination zum Teil wieder verloren, da zeitweilig (in Unterprogrammen) wieder Vektoren
der Langen von ¥ = 12NT auftreten.

8 Vergleich der Programme

8.1 Speicherplatz

Zuerst eine Bezeichnung:

Sei NV die Anzahl der Eckpunkte, NT die Anzahl der Dreiecke und N E die Zahl der Kanten
in einer Triangulierung. Wie in Lemma A.1.7 (s.70) bewiesen wird gelten die Annéherungen
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NT ~ 2NV
und

NE ~ 3NV.

Wenn aber die Dreiecke der niedrigeren Levels auch immer noch in den Vektoren mitbehalten
werden (z.B. fir Mehrgitteralgorithmen) rechnet man (bei gleichméfiger Unterteilung jedes
Dreieckes in 2 Dreiecke) vorsichtiger mit NT' ~ 4NV,

Dimensionen der Vektorraume:

1.Programm 2.Programm
o7 2NE=6NV |12 NT =24NV
up, 2 NT=4NV | 2 NT =4NV
Dh NV NV
mp, - 4 NE=12NV
Total 11 NV 41 NV
Nach Elimination - 13 NV

Doch wie schon erwéhnt, werden bei meiner Wahl der Implementierung auch beim 2.Programm
die Vektoren o, und u; in Unterprogrammen noch auftreten, sodafl der durch die Elimination
gewonnene Speicher zum Teil trotzdem belegt wird.

8.2 Geschwindigkeit und Genauigkeit

Getestet wurden die beiden Programme mit folgenden fiinf Funktionspaaren (u,p):

1. quad.f: ( P ( )
B . 22(1 —2)*y(1 —y)(1 — 2y
ea) = 200 (a0 H0 o)
plz,y) = 100z(1 —2)y(l—y) — 7
2. trig.f:

sin(4my)(1 — cos(4nz)) )

u(z,y) = m- <—sin(4m)(1 — cos(4my))

p(x,y) = 4n?sin(4rx)sin(4ry)
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3. pll.f:
u(z,y) = (y(lo—y)>

4. pl2.f:

5. csl.f: (in Polarkoordinaten)

u(rg) = yrsing- (T )

plz,y) = “2cosg

Zu diesen fiinf Funktionspaaren gehoren sieben Triangulierungen: vergleiche dazu Abbildung 4
auf Seite 50.

Zu jedem Funktionspaar, zugehorigem Gebiet und aktuellem Level werden fiir beide Programme
jeweils folgende Werte angegeben:

e Durchschnittliche Seitenlinge der Dreiecke: h(Mittel) oder h.

e Anzahl der Unbekannten.

e Die Anzahl der Iterationen (=: n) bis das Problem ausiteriert war; oder das Maximum der
Iterationen. Falls das Maximum der Iterationen vor einer geniigende Genauigkeit erreicht
wurde, so wird dieser Wert mit einem Stern versehen.

e Totale Zeit und die Zeit pro Iteration.

e Konvergenzraten: Die Konvergenzraten (CR) geben ein Maf fiir die Effizienz des Losers
(hier: konjugierte Residuen vgl. (6.3.1)). Fiir jeden Iterationsschritt sei die Konvergenz-

rate folgendermaflen gegeben:
CR, :— <||Am_b||> ! _
o\ Az b

Damit ist die beste Konvergenzrate
CR(best) := min CR;
1<i<n

die schlechteste Konvergenzrate
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Abbildung 4: Triangulierungen zu den Funktionspaaren
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CR(worst) := max CR;

1<i<n

die letzte Konvergenzrate

CR(last) :=CR,

die durchschnittliche Konvergenzrate

und die Konvergenzrate pro Sekunde (s = Anzahl Sekunden)

n
s

CR(sec) := (CR,)=.
e Der relative Verfahrensfehler (Residuum):

[ Azn — b |
| Azo = b ||

Jeweils in der Geschwindigkeitskomponente, in der Druckkomponente und iiber den gan-
zen Vektor.

e Der relative Fehler der Losung (z* bezeichnet die Interpolation der exakten Losung):

[z — 2" ||
(K

Jeweils in der Geschwindigkeitskomponente, in der Druckkomponente und iiber den gan-
zen Vektor.

Die Abbruchbedingung fiir die konjugierten Residuen war einerseits eine maximal vorgegebene
Anzahl ITterationen, und andererseits wurde jeweils auch abgebrochen, wenn die Druckkompo-
nente im Vektor geniigend genau war:

n_>k < =
I 2 =" llo (p) < 15

Dabei ist A die durchschnittliche Seitenlinge der Elemente.
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8.2.1 Die Funktionen quad.f auf ¢

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.1768 0.1768 8.839E-2 8.839E-2
Unbekannte 377 457 1457 1745
[terationen 50 73 138 112
Zeit (total) 19 Sek. 1314 Sek. 297 Sek. 8391 Sek.
t/Iteration 0.38 Sek. 18 Sek. 2.15 Sek. 74.92 Sek.
CR (mean) 0.88 0.9314 0.9326 0.9554
CR(sec) 0.7431 0.9964 0.9811 0.9995
CR(best) 0.8259 0.8937 0.7939 0.9216
CR (worst) 0.9527 0.9623 0.9599 0.9631
CR(last) 0.8933 0.9375 0.9599 0.9631
el () 2.699E-8 | 4.951E-9 3.940E-8 |  3.998E-8
et (p) 1.333E-5 3.614E-6 1.092E-6 1.820E-5
el (u, p) L97T7E-7 | 4.593E-8 1.589E-7 | 9.159E-8
=) 5.944E-4 4.412E-4 5.435E-4 2.428E-4
2ol (p) 9.440E-3 8.869E-3 4.810E-3 A.T27E-3
12t (u, p) 2.801E-3 4.116E-3 1.442E-3 1.678E-3
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8.2.2 Die Funktionen quad.f auf ¢

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.125 0.125 6.25E-2 6.25E-2
Unbekannte 753 913 2913 3489
[terationen 68 96 206 328
Zeit (total) 79 Sek. 3451 Sek. 880 Sek. | 14735 Sek.
t/Iteration 1.162 Sek. 35.95 Sek. 4.272 Sek. 44.92 Sek.
CR (mean) 0.7790 0.9460 0.9515 0.9817
CR(sec) 0.9309 0.9987 0.9939 0.99987
CR(best) 0.8021 0.9176 0.8135 0.9355
CR (worst) 0.9398 0.9761 0.9744 0.9927
CR(last) 0.9202 0.9532 0.9744 0.9869
el () 0.204E-8 |  3.226E-9 2.016E-7 |  8.151E-9
et (p) 4.657E-6 5.130E-6 7.712E-7 3.766E-6
el (u, p) 2.700E-7 | 5.022E-8 3317TE-7T |  2.524E-8
=) 8.066E-4 2.774E-4 1.044E-3 1.583E-4
2ol (p) 6.009E-3 6.876E-3 3.405E-3 3.376E-3
12t (u, p) 2.185E-3 2.797E-3 1.517E-3 1.036E-3
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8.2.3 Die Funktionen quad.f auf gs

1.Programm | 2.Programm | 1.Programm | 2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.1768 0.1768 8.839E-2 8.839E-2
Unbekannte 377 457 1457 1745
[terationen 315 481 10007 1000*
Zeit (total) 168 Sek. 8558 Sek. 2057 Sek. | 73182 Sek.
t/Tteration | 0.5333 Sek. | 17.79 Sek. |  2.057 Sek. |  73.18 Sek.
CR (mean) 0.9737 0.9827 0.9877 0.9922
CR(sec) 0.9683 0.9994 0.9973 0.99996
CR (best) 0.8890 0.9297 0.8570 0.9535
CR (worst) 0.9830 0.9903 0.9945 0.9971
CR(last) 0.9830 0.9899 0.9945 0.9971
el () L.604E-7 | 3.082E-8 TATGE-8 |  8.468E-6
et (p) L.6T4E-7 1.516E-5 9.856E-7 1.414E-4
el (u, p) 2431E-7|  6.233E-8 L115E-7 | 8.655E-6
=) 7.036E-4 8.950E-4 3.469E-4 2.828E-3
2ol (p) 1.012E-2 9.993E-3 4.983E-3 3.189E-2
12t (u, p) 3.161E-3 5.215E-3 1.467E-3 1.274E-2

Hier sieht man deutlich, daf§ die Programme auf Level 3 nicht ausiteriert waren: beim 2.Pro-
gramm ist der absolute Fehler in der feineren Triangulierung schlechter approximiert worden.

54



8.2.4 Die Funktionen trig.f auf ¢

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.1768 0.1768 8.839E-2 8.839E-2
Unbekannte 377 457 1457 1745
[terationen 92 80 118 177
Zeit (total) 49 Sek. 1421 Sek. 194 Sek. | 13110 Sek.
t/Iteration 0.5326 Sek. 17.76 Sek. 1.644 Sek. 74.07 Sek.
CR (mean) 0.8874 0.9338 0.9051 0.9503
CR(sec) 0.8473 0.9946 0.9574 0.9994
CR(best) 0.7080 0.9011 0.7997 0.8799
CR (worst) 0.9989 0.9964 0.9915 0.9708
CR(last) 0.9155 0.9089 0.9310 0.9586
el () 2.552E-10 | 5.281E-10 |  3.386E-10 |  1.234E-10
et (p) 6.155E-6 1.544E-6 4.221e-8 3.712E-8
el (u, p) 2.377E-9 | 5.541E-10 1.258E-9 | 3.616E-10
=) 1.834E-4 7.579E-5 1.076E-4 7.107E-5
2ol (p) 1.013E-3 6.311E-4 5.201E-4 5.450E-4
12t (u, p) 2.978E-4 4.818E-4 1.832E-4 3.102E-4
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8.2.5 Die Funktionen trig.f auf ¢

1.Programm | 2.Programm | 1.Programm | 2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.125 0.125 6.250E-2 6.250E-2
Unbekannte 753 913 2913 3489
[terationen 135 112 324 613
Zeit (total) 107 Sek. 3896 Sek. 1039 Sek. | 87713 Sek.
t/Tteration | 0.7926 Sek. | 34.79 Sek. |  8.379 Sek. |  143.1 Sek.
CR (mean) 0.9170 0.9402 0.9515 0.9806
CR(sec) 0.9244 0.9981 0.9918 0.999915
CR (best) 0.8284 0.9227 0.8149 0.9569
CR (worst) 0.9981 0.9863 0.9936 1*
CR(last) 0.9396 0.9345 0.9740 0.9880
el () 2.530E-10 |  2.553E-10 |  8.860E-11 |  9.896E-12
et (p) 4.831E-6 7.649E-7 2.987E-9 6.227E-9
el (u, p) L171E-9 | 4.889E-10 || 4.243E-10 |  7.008E-11
=) 9.320E-5 9.579E-5 7.841E-5 2.443E-5
2ol (p) 8.779E-4 8.802E-4 3.485E-4 3.467E-4
12t (u, p) 2.220E-4 5.080E-4 1.121E-4 1.856E-4

* Es ist moglich, daf3 die Geschwindigkeitskomponente divergiert, wihrend die Druckkompo-
nente konvergiert und vice versa, obschon das gesammte Gleichungssystem konvergiert. Somit
kann es passieren, dafl die Konvergenzrate 1 iibersteigt, wie das hier der Fall war. Das mufl
aber nicht heiflen, dafl diese Iteration schlecht war.
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8.2.6 Die Funktionen trig.f auf gs

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.1768 0.1768 8.839E-2 8.839E-2
Unbekannte 377 457 1457 1745
Tterationen 748 775 1000 1000*
Zeit (total) 330 Sek. | 13446 Sek. 2050 Sek. | 71640 Sek.
t/Tteration | 0.4412 Sek. | 17.34 Sek. || 2.050 Sek. |  71.64 Sek.
CR (mean) 0.9789 0.9910 0.9874 0.9942
CR(sec) 0.9756 0.9995 0.9972 0.999965
CR(best) 0.7791 0.9759 0.8577 0.9655
CR (worst) 0.9890 0.9960 0.9942 9975
CR(last) 0.9890 0.9911 0.9942 0.9975
el () 6.50E-11 1.29E-5 4.676E-8 2.23E-1
et (p) 7.98E-8 2.61E-3 1.194E-6 8.56E-4
el (u, p) 3.16E-10 1.42E-5 5.759E-8 2.31E-1
=) 1.27E-4 2.52E-4 1.024E-3 1.86E-2
2ol (p) 1.76E-3 1.69E-3 7.268E-3 1.12E-1
12t (u, p) 3.90E-4 1.09E-3 2.345E-3 6.38E-2

Es sind beide Programme nicht ausiteriert. Bei gleich vielen Iterationen (1000) ist das Resultat

des 1.Programmes genauer.
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8.2.7 Die Funktionen trig.f auf slit

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.1768 0.1768 8.839E-2 8.893E-2
Unbekannte 1469 1765 5753 6857
Iterationen 250 244 735 1000~
Zeit (total) 406 Sek. | 2170 Sek. | 4784 Sek. | 365000 Sek.
t/Iteration 1.624 Sek. 8.893 Sek. 6.509 Sek. 365 Sek.
CR(mean) 0.9336 0.9540 0.9668 0.9818
CR(sec) 0.9780 0.9996 0.9980 0.99995
CR(best) 0.6940 0.9000 0.7967 0.8748
CR(worst) 0.9995 0.9975 0.9953 0.9924
CR(1last) 0.9645 0.9686 0.9872 0.9924
el () 4311E-12 | 3.04E-11 |  3.174E-13 2.09E-12
et (p) 1.185E-7 1.16E-6 |  2.895E-10 1.64E-10
el (u,p) | 4.448E-11 1.62E-11 |  9.095E-12 |  245E-12
=) 1.519E-4 1.10E-4 7.972E-5 2.60E-5
2ol (p) 5.426E-4 5.34E-4 2.688E-4 A.72E-4
12t (u, p) 1.196E-4 4.12E-4 6.335E-5 2.65E-4

Obschon nicht ausiteriert, ist wie iiblich die Geschwindigkeitskomponente im 2.Programm auf

Level 3 besser approximiert worden als im 1.Programm!
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8.2.8 Die Funktionen csl.f auf csl

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.3093 0.3093 0.1562 0.1562
Unbekannte 389 ATT 1481 1785
Iterationen 127 143 293 414
Zeit (total) 53 Sek. 2954 Sek. 476 Sek. 3650 Sek.
t /Tteration 0.417 Sek. 20.66 Sek. 1.624 Sek. 88.16 Sek.
CR (mean) 0.9656 0.9650 0.9799 0.9804
CR(sec) 0.9306 0.9986 0.9911 0.99975
CR (best) 0.9230 0.8014 0.9310 0.8013
CR (worst) 0.9951 0.9761 0.9985 0.9886
CR(last) 0.9704 0.9714 0.9857 0.9886
el () 2.05E-7 1.20E-9 2.86E-8 |  3.T6E-11
et (p) 1.09E-4 9.89E-6 5.73E-6 6.21E-7
'ﬂ@g:j}’” (u, p) 2.34E-6 1.26E-8 7.24B-7 8.71E-10
=) 1.59E-3 7.63E-4 8.03E-4 3.84E-4
el (p) 1.36E-2 1.39E-2 6.26E-3 6.47E-3
2t (u, p) 8.69E-3 6.77E-3 4.11E-3 2.52E-3
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8.2.9 Die Funktionen pl1l.f auf pl

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.125 0.125 6.25E-2 6.25E-2
Unbekannte 1481 1785 5777 6897
[terationen 96 127 212 638
Zeit (total) 154 Sek. | 11200 Sek. 1361 Sek. | 231400 Sek.
t/Iteration 1.604 Sek. 88.19 Sek. 6.42 Sek. 362.7 Sek.
CR (mean) 0.9443 0.9606 0.9698 0.9840
CR(sec) 0.9807 0.9997 0.9978 0.999985
CR (best) 0.8502 0.7451 0.8689 0.6949
CR (worst) 0.9694 0.9837 1* 0.9948
CR(last) 0.9692 0.9779 0.9859 0.9947
el () 1.69E-6 2.68E-8 6.02E-7 |  3.70E-10
et (p) 6.63E-5 4.02E-5 1.20E-5 3.16E-6
'ﬂfjﬁg;‘j“ (u, p) 2.86E-5 2.23E-7 1.19E-5 1.56E-8
=) 3.04E-3 2.66E-3 2.37E-3 1.30E-3
2ol (p) 7.45E-3 7.46E-3 3.82E-3 3.79E-3
12t (u, p) 7.71E-3 6.01E-3 3.83E-3 2.66E-3

Fiir * gilt das gleiche wie in trig.f auf g.
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8.2.10 Die Funktionen pl2.f auf pl

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.125 0.125 6.25E-2 6.25E-2
Unbekannte 1481 1785 5777 6897
[terationen 107 179 272 626
Zeit (total) 175 Sek. | 15700 Sek. 1763 Sek. | 226400 Sek.
t /Tteration 1.64 Sek. 87.7 Sek. 6.48 Sek. 362 Sek.
CR (mean) 0.9533 0.9391 0.9790 0.9736
CR(sec) 0.9829 0.9997 0.9983 0.999977
CR (best) 0.8686 0.6750 0.9298 0.6788
CR (worst) 1* 0.9750 1* 0.9918
CR(last) 0.9721 0.9749 0.9888 0.9917
el () L7IE-6 |  3.04E-10 1.65E-6 1.58E-11
et (p) 1.36E-5 1.59E-6 2.08E-6 2.96E-7
el (u, p) 1.24E-5 4.15E-9 2.08E-6 |  6.80E-10
=) 1.92E-3 9.70E-4 9.88E-4 5.32E-4
2ol (p) 7.54E-3 7.52E-3 3.80E-3 3.79E-3
12t (u, p) 5.51E-3 3.56E-3 2.65E-3 1.37E-3

Fiir * gilt das gleiche wie in trig.f auf g.
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8.2.11 Die Funktionen trig.f auf [shape

1.Programm

2.Programm

1.Programm

2.Programm

Level 2 2 3 3
h(Mittel) 0.1768 0.1768 8.839E-2 8.839E-2
Unbekannte 1105 1329 4321 5153
[terationen 167 217 409 643
Zeit (total) 207 Sek. | 14400 Sek. 1979 Sek. | 175737 Sek.
t /Tteration 1.24 Sek. 66.4 Sek. 4.84 Sek. 273 Sek.
CR (mean) 0.9186 0.9539 0.9499 0.9751
CR(sec) 0.9588 0.9995 0.9953 0.999954
CR (best) 0.6934 0.9001 0.7970 0.8754
CR (worst) 0.9993 0.9977 0.9949 0.9876
CR(last) 0.9492 0.9653 0.9775 0.9875
el () 2.21E-10 5.87E-11 1.36E-12 2.03E-12
et (p) 1.78E-6 1.79E-6 1.06E-9 2.22E-10
'ﬂlﬁzgjl‘j"" (u, p) 6.86E-10 1.87E-10 3.30E-11 2.69E-12
=) 2.42E-4 8.49E-5 1.19E-4 2.38E-5
2ol (p) 5.90E-4 6.18E-4 3.08E-4 3.10E-4
12t (u, p) 1.65E-4 4.73E-4 7.56E-5 1.74E-4
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8.3 Auswertung

Die beiden Gleichungssysteme (vom 1. Programm und vom 2.Programm) unterscheiden sich
nicht stark in der Zahl der Unbekannten. Diese verhalten sich vom 1. zum 2. Programm wie
11 zu 13. Im 2.Programm treten in Unterprogrammen wieder Vektoren der Léange 24NV auf.
Somit verhélt sich der Speicherplatz effektiv wie 11 zu 37. Doch schon das Verhéltnis 11 zu 13
1Bt erwarten, dafl das 2.Programm mehr Iterationen braucht, um das Gleichungssystem mit
gleicher Genauigkeit zu losen. Das wird auch mit den meisten Resultaten bestétigt.

Das 2.Programm braucht auf Level 3 immer (aufler mit quad.f auf gy) mehr Iterationen als das
1.Programm. Falls die Zahl der Iterationen mit einem Stern (*) versehen sind, darf man die bei-
den Programme nicht mehr mit der Zahl der Iterationen vergleichen. Es wurde ndmlich immer
abgebrochen, sobald mehr als 1000 Iterationen gerechnet waren. Die einzigen Vergleichswerte
sind dann noch die Zeit pro Iteration und die Konvergenzraten.

Die absoluten Fehler
I =27 ||
[z~ |

sind nicht von grofler Bedeutung. Sie zeigen lediglich an, dafl die Druckkomponente wirklich
auf ein gewiinschtes Mafl reduziert wurde. Sind die Zahlen der absoluten Fehler fiir beide
Programme etwa gleich grof}, so kann die Effizienz einfach an der Anzahl der Iterationen oder den
Konvergenzraten abgelesen werden. Gerade in der Fehlerreduktion hat das 2.Programm aber
einen Vorteil gegeniiber dem 1.Programm. Auf Level 3 wurde die Geschwindigkeitskomponente
vom 2.Programm immer besser approximiert. Dies wiederum darf natiirlich nur ausgesagt
werden, falls beide Programme ihren Fehler in der Druckkomponente ganz ausiteriert hatten.
Dazu nehme man den absoluten Fehler in p auf Level 3 als 100% an und vergleiche die Fehler
in den Geschwindigkeitskomponenten.

Zur Fehlerreduktion sei noch erwéhnt, dafi diejenigen Funktionen, die nicht auf konvexen Ge-
bieten leben, ebensogut approximiert wurden. Das ist aufgrund der Fehlerabschitzung (Kapitel
4.1) leicht erklirbar. Fiir den Polynomgrad k = 1 hat sie die Ordnung h? und zwar unabhiingig
davon, ob nun die Regularitatsannahme (2.3) erfiillt ist oder nicht: ob nun 2 konvex ist oder
nicht!

Die Fehlerreduktion kann am einfachsten an der Konvergenzrate pro Sekunde abgelesen werden.
Je ndher die Zahl bei 1 ist, umso schlechter die Konvergenzgeschwindigkeit. Doch hier sei
nochmals gesagt, dafl mit einem Abspeichern der Matrizen das 2.Programm einiges besser
abgeschnitten hétte.

Zusammenfassend kann das 2.Programm fiir £ = 1 nicht empfohlen werden. Es benétigt mehr
Speicher und liefert in unseren Beispielen schlechtere Konvergenz.
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A Anhang

A.1 Lemmata
A.1.1 Aquivalenz zur Inf-Sup-Bedingung

Behauptung:
JC>0€lIR:YveV,:dye Hy:

(Vey,v) = C v,

und

ist dquivalent zu

>C

V-
4C' > 0: inf sup (V:7,0)
’UE¢V}L 'yEHh || v ||1h|| /y ||0h

Beweis

“=": Sei v € V}, beliebig, dann existiert nach Voraussetzung ein v, sodafl

(Vey,0) = C v 3,
und
|y o<l v |1 -

Hieraus folgt
(V-0,v)
sup
oei, || v ||l1n

>

“<=": Sei v € V}, beliebig. Dann folgt 3y mit

(v 7,V ) > - 1 (V'O’,U) 1

> sup > —
[y ol vllie =2 ¢ llollopllvllin — 2

C

Setze 7 := ‘ﬁH;ZV Dann folgt:
15 o=
und
- o llp (Voys0) (1
(V-%,0) = ’ =50 vl -
] vlln T2
O

64



A.1.2 Inverse Abschitzung

Behauptung: Fiir u € Vyr (T € Cp) gilt || Vu [lor< [ulir < Ch™ || u [|or-

Beweis

G:=uokr w€Vy; (Fri=DBri+b)
Die Menge {4 € V), 3 :|| @ ||, += 1} ist kompakt (, da V},; endlichdimensional). Daher nimmt
die stetige Abbildung
U WlT

auf dieser kompakten Menge ihr Maximum =: C' an. (Stetig: [a|, 7 =|| Vi ||y )

= 3C>0:Vi € Vgl fpz=1: i, 7 < C

—3C' > 0:Vu € Vh\T : |ﬂ|1j <C. || U HO,T (Al)

Also gilt fiir alle u € Vi : w € H(T) (fiir * siehe [5] Theorem 3.1.2) :

| Vullor = |uhr

* _ 1.

< CIBz'|" - | det Br|=]il, 4
(A1) B L

< OBzl - |det Br|= || 4 |,z

< C|BF| - |det Br|z || Br|°| det Br|~2 || u [lox (A.2)
= CIB:'I I w llor

< Crulor

< C-h' | ulor-

Dabei gilt die zweitletzte Ungleichung fiir regulire Triangulierungen. Vergleiche dazu (2.1) auf
Seite 2.

Die letzte Ungleichung gilt wegen der Beziehung:
B h
1B, < —

Vergleiche dazu auch [5] Theorem 3.1.3 und Remark 3.1.3.

O
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A.1.3 Lemma fiir den Beweis der Fehlerabschitzung

In der Fehlerabschiitzung (Kapitel. 4) wird fiir ¢ € C(Q) N L(Q) und § € P, () folgende
Abschétzung gebraucht:

(X he [la—a* < Chlah (A3)
ecl'y, €

mit h = maxeer, h.. Dabei ist h. einfach die Lénge der Kante e.

Beweis

Nach Definition ist:
la=q W= [la—a’

Der Transformationssatz liefert:

Jla=aP<ne [la-i=nla-qlz

= > hella—qllf. < D RId—dqll.
ecdT eedTl
< Chilql?;
5] 9 19
< ChT|q|1,T

= > (> hella=dls.) < C > hilalir

TeC, ecoT TeCy,
< CK Z ’(Iﬁ,T
TeC,
< COn?lqly

= Yhfla-df = Y hla-dli

ecl'y, eel’y

> > hella—alla.

TeCy ec0T

Ch?[ql3.

IN

IN
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A.1.4 Abschitzung fiir die (1, h)-Norm

Im Beweis von Lemma (3.4.2) brauchen wir die Abschéatzung:

lullin<C > h* llullsr

TeCy

Beweis
Nach Definition ist

lulifi= 3 IV lfe+ 3 Al

TeCy eely,

Wir schétzen zuerst die ersten Summanden ab:
Dreiecksweise gilt wegen der inversen Abschéitzung (A.1.2):

3C > 0:Vu || Vu |lor< Chz' || u |jor

und daraus erhalten wir:

S IVullir <C Y bt uldr-

TeC, TeCh

Jetzt zur Abschétzung des 2. Summanden: Sei e € 'y, die innere Kante zwischen den Dreiecken
T, und T, aus C. Wegen (a — b)? < 2a? + 2b? folgt fiir diese Kante e:

Jellulel < 20f uel® + [ [ur[?)
< COTH g +h7 g r)

> ht [l <X W2 flu iy

ecl'y, TeCy,

A.1.5 Satz von Gaufl

Fir7:Q C IR" — IR und u : ) — IR"™ definieren wir :
(V T)i = Z @Tij
=1

Vu = (0;ui)1<ij<n

Daraus folgt mit dem Satz von Gauf:
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JoT - Vu=—[qu-(V-7)+ [pou-(T-n)

Bemerkung:
u-(t-n)=(u-n")r

Beweis

JoT - Vu =30 o 7i05u;
= 2i=1 (= Jouid;Tij + Jog winyTi;)

=1 (= Joui(V-7)i + foq wilT - 1))

=—Jou-(V-7)+ fogu-(7-n)

Dabei gilt die zweite Gleichung wegen folgender Anwendung des Satzes von Gauf: Sei v : {2 —
IR" mit v =[0...0v;0...0]. Der Satz von Gauf}

/QV'v:/mzwn

angewandt auf dieses spezielle v liefert nun:

/ﬁkvk:/ Vg - Ng.
Q o0N

Sei nun v, = ¢ - ¥ mit ¢, : 1 — IR zwei stetig differenzierbaren Funktionen auf €2. Mit der
Kettenregel fiir Produkte erhalten wir:

Joe-v)= [ (@-v)-m.
[@wyw==[é-ow+ [ 6n-v.

A.1.6 Lemma: Aquivalenz zu H(V-, (1))

Seien 4, Qs offen in IR?. Sei

Fiir v € L*(Q) mit vjg, € C'() und vjg, € C*() sind dquivalent:

ve H(V-, () und v - n ist stetig entlang innerer Kanten.
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Beweis

Sei

Y= 891 N 892

ve H(V-,(Q)) <= ve L*Q) und V-v € L*(Q)
Sei jetzt ¢; :== V- (v]|g,) und ¢ := ¢; auf ;. Das macht Sinn, da v

0, € ok (QZ)
Falls jetzt ¢ in L? ist, so ist v € H(V-, (€2)). Wann ist aber ¢ = V-v im Distributionssinne?
¢ = V-v im Distributionssinn

<:>/Q¢¢=—/va Vi € OS°(Q)

Fiir ¢ sind jetzt zwei Falle moglich:

a) supp ¢ ist kompakte Teilmenge von (2;:

|ov = ‘4h¢w
— /Q V- (v]g, )t

_ _/UQZ,W W = 0 auf 09
Q;

- —/inw

b) sei 4N supp ¥ # {}.

Aw=1AW+mw
= — | oWy — vV

o Qo

_'_/ nm“¢ _/ nﬁsz

an 892

= —/vij:/ [n-v]y
Q N supp (¥)

Dabei bezeichnet [-] den Sprung iiber v, also die Differenz zwischen links- und rechtsseitigem
Grenzwert der Funktion. ¢ ist folglich Divergenz von v genau wenn

Vi € Cg°(Q) « supp (¥) Ny # {} [n-v]y =0.

N supp ()
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Wir definieren nun eine Folge ¢, so, dafl

k—oo
[m supp (%) o= [l (o)

fiir h gegen 0. Genauer sei der Triger von v, ein Ball mit Radius h um = € . Somit muf} der
Sprung [n - v] = 0 sein, damit ¢ distributionelle Divergenz von v ist. Der Sprung ist aber genau
dann = 0 wenn n - v stetig ist auf ~.

O

A.1.7 Lemma von Euler (NT, NE, NV)

Fiir die Triangulierung bezeichnen:

NT=Anzahl der Dreiecke
N E=Anzahl aller Kanten
N Er=Anzahl der Randkanten
NE — NEr=Anzahl innere Kanten
NV =Anzahl aller Dreieckseckpunkte
NVr=Anzahl der Dreickspunkte auf dem Rand von €2
NV — NVr=Anzahl der inneren Punkte
k=Anzahl der Rédnder von )

Es gilt jetzt
NV =2NT — NE+ NVp —k+2

NT =2(NV — NVi) + NEr + 2(k — 2)

Daraus erhalten wir die Ndherungen
NT ~ 2NV

NE ~ 3NV

NE ~ ;)NT
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Beweis
Wir kénnen jede Triangulierung mit den fiinf folgenden Konstruktionsschritten erzeugen:

e Start: Mit Start bezeichnen wir den Fall, daf§ die Triangulierung nur aus genau einem
Dreieck besteht.

e a) Wird in einer Triangulierung ein Dreieck von einem inneren Punkt aus unterteilt in
drei Dreiecke, so kommen zur Triangulierung: +2 Dreiecke; +1 innerer Punkt; 43 innere
Kanten.

e b) Wird in einer Triangulierung ein Dreieck an einer Randkante angefiigt, so kommen zur
Triangulierung: +1 innere Kante; +1 Randkante; +1 Dreieck.

e ¢) Wird bei einer Triangulierung mit einer einspringenden Ecke, diese Ecke eliminiert,
indem auflen ein Dreieck angehéngt wird, so kommen zur Triangulierung: +2 innere
Kanten; -1 Randkante; +1 innerer Punkt; +1 Dreieck.

e d) wird bei einer Triangulierung ein inneres Dreieck entfernt, so kommen zur Trian-
gulierung: -3 innere Kanten; +3 Randkanten; -3 innere Punkte; -1 Dreieck; +1 Rand.

Das ganze in Tabellenform:

Fall | NE—NFEr | NEr | NV — NV | NT | k
Start 0 3 0 1 1
a) +3 +1 +2
b) +1 +1 +1
c) +2 -1 +1 +1
d) -3 +3 -3 -1 | +1

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem:

NE — NEr=3a+ b+ 2c—3d
NEr=3+b—c+3d
NV — NVr=a+c¢—3d
NT=14+2a+b+c—d
k=1+d
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Daraus folgt:
NE =NV — NV + NT+k+ NEp —2

Welil stets
SNT + NEr =2NE

gilt, so folgt die Behauptung.

O

A.2 Notationen

(-,-) := Skalarprodukt in L?(£2)
< -, >:= Skalarprodukt auf L?(99)

[u]e ;= Sprung von u iiber die Kante e.

A.2.1 Raume

L3(92) {¢p:Q— IR: [, ¢ existiert.}
H%(Q) {¢ € L*(Q) : alle Distributionsableitungen
bis zum Grad k exisieren und sind in L?}
HEQ) = {pe HFQ): 2% =0aufdQ:0< <k -1}
Vervollstandigung von C§°(€2) beztiglich || - ||x
HQ) = L), R)
M = {9 Q= IR:NT E€Ch:dr=¢oFr' - ¢c b}
M= MPT'n C’“(Q)
P o= span{[i_y 2 : ju € N1 j, > 0: %0 , j, < k}
13(9) = {6 IA9) - fy6 =0}
H(V-,(Q)) {r € L2(Q)*?: V-1 € L*(0)*}
P (T) {¢: T — IR : ¢ist Polynom vom Grad < k}
Hy = {7 € H(V-, () : mir € Pi(T),T € Cn}
Vii= {veL*Q):vre Pa(T): T eCh}
Vi= {veL*(Q) :yr € Pea(T) : T € Cr}
B,:= {peCOQULYQ) :pr € P(T): T €Ch}
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A.2.2 Normen und Halbnormen

| - || := Norm auf IR"

II-ll := zugehorige Matrixnorm

|6 lloi=(fo#*)z ¢ € LX)

16 = (Cjaj<e | D2 )2 ¢ € HY(Q)
|P|1 = (Z|a|:kz | D% Hg)l/? ¢ € H*(Q)
16 ll—v:=ll ¢ lleayo)m

_ [¢()]
= SupweHé(m ll¥ll1

»#0
I o= (Il o If + Zeer, he [ |o - nf?)'7?

V|57 + Seer, bt Jr | [ul]?)?
1/2

| wl1n= (ZTGC,L

loulln:= (I o I3, + Il w7 )
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